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MATEMATIKA

9-12. évfolyam, specialis tagozat

Az iskolai matematikatanitds célja, hogy hiteles képet nyujtson a matematikar6él mint
tudasrendszerrdél és mint sajatos emberi megismerési, gondolkodasi, szellemi tevékenységrol.
A matematika tanuldsa érzelmi és motivaciés vonatkozasokban is formalja, gazdagitja a
személyiséget, fejleszti az 6nalld, rendszerezett gondolkodast, és alkalmazésra képes tudast
hoz létre. A matematikai gondolkodas fejlesztése segiti a gondolkodas altalanos kultarajanak
kiteljesedését.

A matematikatanitds feladata a matematika kiilonbdz6 arculatainak bemutatasa. A
matematika: kulturdlis orokség; gondolkoddsmdd; alkotd tevékenység; a gondolkodas
oromének forrasa; a mintdkban, struktirakban tapasztalhato rend €s esztétikum megjelenitdje;
onallo tudomany; mas tudomanyok segitdje; a mindennapi €let része és a szakmak eszkdze.

A tanulok matematikai gondolkodéasanak fejlesztése sordn alapvetd cél, hogy
mindinkabb ki tudjak valasztani és alkalmazni tudjak a természeti €s tarsadalmi jelenségekhez
illeszked6 modelleket, gondolkodasmodokat (analdgias, heurisztikus, becslésen alapuld,
matematikai logikai, axiomatikus, valoszinliségi, konstruktiv, kreativ stb.), modszereket
(aritmetikai, algebrai, geometriai, fliggvénytani, statisztikai stb.) és leirasokat. A matematikai
nevelés sokoldaluan fejleszti a tanulok modellalkotd tevékenységét. Ugyanakkor fontos a
modellek érvényességi korének ¢és gyakorlati alkalmazhatosdganak eldontését segitd
képességek fejlesztése. Egyarant Iényeges a reproduktiv és a problémamegoldo, valamint az
alkoté gondolkodasmod megismerése, elsajatitdsa, mikozben nem szorulhat hattérbe az
alapvetd tevékenységek (pl. mérés, alapszerkesztések), miiveletek (pl. aritmetikai, algebrai
miveletek, transzformacidok) automatizalt végzése sem. A tanulds elvezethet a matematika
szerepének megértésére a természet- ¢s tarsadalomtudomanyokban, a human kultara szdmos
agaban. Segit kialakitani a megfogalmazott Osszefliggések, hipotézisek bizonyitasanak
igényét. Megmutathatja a matematika hasznossagat, belsd szépségét, az emberi kultiraban
betoltott szerepét. Fejleszti a tanulok térbeli tdjékozodasat, esztétikai érzékeét.

A tanulasi folyamat soran fokozatosan megismertetjiik a tanulokkal a matematika
belsd strukturgjat (fogalmak, axiomak, tételek, bizonyitdsok elsajatitdsa). Mindezzel
fejlesztjiik a tanulok absztrakcids é€s szintetizalo képességét. Az 1 fogalmak alkotdsa, az
Osszefliiggések felfedezése ¢és az ismeretek feladatokban vald alkalmazasa fejleszti a
kombinativ készséget, a kreativitast, az 0nallo gondolatok megfogalmazasat, a felmeriilt
problémak megfeleldé Onbizalommal torténd megkozelitését, megoldasat. A diszkusszios
képesség fejlesztése, a tobbféle megoldas keresése, megtalalasa ¢s megbeszélése a tobbféle
nézOpont érvényesitését, a komplex problémakezelés képességét is fejleszti. A folyamat
végén a tanulok eljutnak az 6nallo, rendszerezett, logikus gondolkodas bizonyos szintjére.

A miveltségi teriilet a kiillonb6zé témakorok szerves egymasra épiilésével kivanja
feltarni a matematika és a matematikai gondolkodas vilagat. A fogalmak, Osszefliggések
érlelése €s a matematikai gondolkodasmod kialakitdsa egyre emelkedd szintli spiralis
felépitést indokol — az ¢életkori, egyéni fejlodési és érdeklddési sajatossagoknak, a bonyolodod
ismereteknek, a fejlodd absztrakcidos képességnek megfelelden. Ez a felépités egyarant
lehetdvé teszi a lassabban haladokkal valo foglalkozast és a tehetség kibontakoztatasat.

A matematikai értékek megismerésével és a matematikai tudas birtokaban a tanulok
hatékonyan tudjdk haszndlni a megszerzett kompetencidkat az élet kiillonbozd teriiletein. A
matematika a maga hagyomanyos ¢és modern eszkozeivel segitséget ad a
természettudomanyok, az informatika, a technikai, a humdn miveltségteriiletek, illetve a
valasztott szakma ismeretanyaganak tanulmanyozasdhoz, a mindennapi problémak
értelmezéséhez, leirasahoz és kezeléséhez. Ezért a tanuldknak rendelkezniiik kell azzal a



képességgel és készséggel, hogy alkalmazni tudjak matematikai tudasukat, és felismerjék,
hogy a megismert fogalmakat és tételeket valtozatos teriileteken hasznalhatjuk. Az adatok,
tablazatok, grafikonok értelmezésének megismerése nagyban segitheti a mindennapokban, és
kiilondsen a média kozleményeiben valod redlis tajékozddast. Mindehhez elengedhetetlen
egyszerli matematikai szovegek értelmezése, elemzése. A tanuloktol megkivanjuk a szaknyelv
¢letkornak megfeleld, pontos hasznalatat, a jelolésrendszer helyes alkalmazasat irasban és
szOban egyarant.

A tanulok rendszeresen oldjanak meg onalléan feladatokat, aktivan vegyenek részt a
tanitasi, tanuldsi folyamatban. A feladatmegoldason keresztiil a tanulok képessé valhatnak a
pontos, kitarto, fegyelmezett munkara. Kialakul benniik az onellendrzés igénye, a sajatjukétol
eltérd szemlélet tisztelete. Mindezek érdekében is a tanitds folyamaban torekedni kell a
tanulok pozitiv motivaltsaganak biztositasara, onallosaguk fejlesztésére. A matematikatanitas,
-tanulds folyamataban egyre nagyobb szerepet kaphat az 0nallo ismeretszerzés képesség
fejlesztése az ajanlott, illetve az 6nalldan megkeresett, nyomtatott és internetes szakirodalom
altal. A matematika a lehetdségekhez igazodva tamogatni tudja az elektronikus eszk6zok
(zsebszamologep, szamitogép, grafikus kalkulator), internet, oktatoprogramok stb. célszerii
felhasznalasat, ezzel hozzéjarul a digitalis kompetencia fejlédéséhez.

A tananyag egyes részleteinek csoportmunkidban torténd feldolgozasa, a
feladatmegoldasok megbeszélése az egylittmiikodési képesség, a kommunikdcios képesség
fejlesztésének, a realis Onértékelés kialakulasanak fontos teriiletei. Ugyancsak nagy gondot
kell forditani a kommunikaci6 fejlesztésére (szovegértésre, masok szoban és irasban kozolt
gondolatainak meghallgatdsara, megértésére, sajat gondolatok kozlésére), az érveken alapuld
vitakészség fejlesztésére. A matematikai szoveg értdé olvasasa, tankonyvek, lexikonok
hasznalata, szovegekbdl a Iényeg kiemelése, a helyes jegyzeteléshez szoktatas a felsdfokt
tanulast is segiti.

Véltozatos példakkal, feladatokkal mutathatunk ra arra, hogy milyen eldnyoket
jelenthet a mindennapi €letben, ha valaki jartas a problémamegoldasban. A matematikatanitas
alapvetd feladata a pénziigyi-gazdasagi kompetenciak kialakitasa. Eletkortol fiiggd szinten
rendszeresen foglakozzunk olyan feladatokkal, amelyekben valamilyen probléma legjobb
megoldasat keressiik. Szanjunk kiemelt szerepet azoknak az optimumproblémaknak, amelyek
gazdasagi kérdésekkel foglalkoznak, amikor koltség, kiadds minimumat; elérheté eredmény,
bevétel maximumat keressiik. Fokozatosan vezessiik be matematikafeladatainkban a pénziigyi
fogalmakat: bevétel, kiadas, haszon, kolcson, kamat, értékcsokkenés, -novekedés, torlesztés,
futamid6 stb. Ezek a feladatok erdsitik a tanulokban azt a tudatot, hogy matematikabol
valoban hasznos ismereteket tanulnak, illetve, hogy a matematika alkalmazasa a mindennapi
¢let szerves része. Az ¢életkor eldrehaladtaval egyre tobb példat mutassunk arra, milyen
teriileteken tud segiteni a matematika. Hivjuk fel a figyelmet arra, hogy milyen matematikai
ismereteket alkalmaznak az alapvetden matematikaigényes, illetve a matematikat csak kisebb
részben hasznald szakmdk (pl. informatikus, mérnok, kézgazdasz, pénziigyi szakember,
biztositasi szakember, valamint pl. vegyész, grafikus, szociologus), ezzel is segitve a tanulok
palyavalasztasat.

A matematikdhoz vald pozitiv hozzaallast nagyban segithetik a matematikai tartalmua
jatékok és a matematikdhoz kapcsolddo érdekes problémak és feladvanyok.

A matematika a kulturtdrténetnek is része. Segitheti a matematikdhoz vald pozitiv
hozz4allast, ha bemutatjuk a tananyag egyes elemeinek a miivészetekben vald alkalmazasat. A
motivacidés bazis kialakitdsdban komoly segitség lehet a matematikatorténet egy-egy
mozzanatanak megismertetése, a maig meg nem oldott, egyszerlinek tlind matematikai
sejtések megfogalmazasa, nagy matematikusok életének, munkassdganak megismerése.

Minden életkori szakaszban fontos a differencidlds. Ez nemcsak az egyéni igények
figyelembevételét jelenti. Sokszor az alkalmazhatosdg vezérli a tananyag €s a targyalasmod



megvalasztdsat, mas esetekben a tudomdnyos igényesség szintje szerinti differencidlés
szilkséges. Egy adott osztdly matematikatanitasa soran a célok, feladatok teljesithetdsége
igényli, hogy a tananyag megvalasztasaban a tanuloi érdeklodés és a palyaorientacio is
szerepet kapjon. A matematikat alkalmazdé palydk felé vonzodod tanuldk gondolkodtato,
kreativitast igénylé versenyfeladatokkal motivalhatok, a human teriileten tovabbtanulni
szandékozok szdmara érdekesebb a matematika kulturtorténeti szerepének kidomboritasa,
masoknak a kozépiskolai matematika gyakorlati alkalmazhatésaga fontos. A fokozott
szaktanari figyelem, az iskolai kdnyvtér és az elektronikus eszk6zok hasznalatanak lehetosége
segithetik az esélyegyenldség megvalosulasat.

Ez a kerettanterv a négy évfolyamos specialis matematikatanitds szdmara késziilt.
Ennek nagy szerepe van a tudosutanpoétlds biztositasaban, de nagy a hatdsa gazdasagi élet
szakember-utanpotlasara is.

Elsédleges célunk, hogy megdrizziik a matematika tagozatos osztalyok haladé
hagyomanyait, ugyanakkor azt is varjuk, hogy az e tanterv alapjan tanulé didkok a
fels6oktatasban jol hasznosithato ismeretekkel hagyjak el a kozépiskolat. A rendelkezésre allo
nagyobb Orakeretet hatékonyabb, de iddigényes modszerek (pl. 6nalld felfedeztetés,
differencialt feladatok) alkalmazdsara is fel kivanjuk haszndlni, hasonloképpen gondot
forditunk a felmeriilé problémak részletesebb elemzésére. A tapasztalatok azt mutattak, hogy
a fenti célu mérsékelt tananyag-novekedés az elért szemléletfejlédéssel és a megnovekedett
gyakorlasi idokkel jelentds teljesitményjavulast eredményez.

Emelt szintli matematika kerettanterv szerint mar 6tddik (esetleg hetedik) osztalytol
tanulhatnak az altalanos iskolasok. Azonban e kerettanterv készitésekor nem tételeztiik fel az
altalanos iskolas emelt szintii tananyag ismeretét, célszerlinek latjuk az egyes témak
targyalasanak kezdetén az emelt szintli altalanos iskolai legfontosabb kiegészitd ismeretek
attekintését.

9-10. évfolyam

A matematika kerettantervnek ez a fejezete a négyosztalyos gimndziumok azon tanuldinak
szol, akik matematikdbol specidlis tantervii képzést valasztottak. Ezért a tananyag
Osszeallitasanal feltételezhetjiik, hogy kiemelkedd matematikai képességii, érdeklddébb
tanuloknak szol. A normal osztalyokéhoz képest kiegészitd elemek keriilnek a tananyagba.
Ezek egy része motivacios ereji, vannak olyanok, amelyek az emelt szinti érettségi vizsgara
valo felkésziilést segithetik, vannak olyanok is, amelyek a felsGoktatasban lesznek majd
hasznosithatok. Olyan tananyagelemeket is szerepeltetiink ezeken az évfolyamokon, amelyek
biztosabba teszik a tanulok ismereteit, kitekintést nytjtanak egy-egy témakor szélesebb koru
alkalmazasaira, segithetik a versenyeken vald eredményesebb szereplésiiket. Nem feltétlentil
toreksziink a tananyag erdszakos novelésére, a korosztalynak megfeleld, mélyebb targyaldst
tartjuk els6dlegesnek.

A kozépiskola elsé két évfolyaman sok, korabban mar szerepld ismeret, 6sszefliggés,
fogalom ujra elokeriil tgy, hogy a fogalmak definidlasan, a tételek igazolasan,
rendszerezésén, kapcsolataik feltdrdsan ¢és alkalmazasi lehetdségeik megismerésén lesz a
hangsuly. A kerettantervben szerepld tételek nagy tobbségét is bizonyitani kell. Ezért a
tanuloknak meg kell ismerkedniiik a tudomanyos feldolgozas alapvetd moddszereivel.
(Mindenki altal elfogadott alapelvek/axiomak, mar bizonyitott allitasok, uj sejtések, allitasok
megfogalmazdsa és azok igazoldsa, a fentiek Osszegzése, a nyitva maradt kérdések
felsorolasa, a kovetkezmények elemzése.)

A fenti célok az altalanos iskolai matematikatanitas céljaihoz képest jelentds tobbletet
jelentenek. Fontos, hogy valtozatos modszertani megolddsokkal tegyiik kdnnyebbé az



atmenetet. Hasznosak lehetnek ebbdl a szempontbol a matematikai alapu jatékok is. A
gyerekek szivesen jatszanak maradékos osztdson, oszthatosagi szabalyokon alapulod
szamjatékokat és szimmetridkon alapuld geometriai, rajzos jatékokat. Nyerni akarnak, ezért
természetes modon elemezni kezdik a szabalyokat, lehetdségeket. Olyan kovetkeztetésekre
jutnak, olyan elemzéseket végeznek, amilyeneket hagyomanyos feladatokkal nem tudnank
elérni. A geometria egyes teriileteinek (szimmetridk, aranymetszés) a mivészetekben valo
alkalmazasait bemutatva vildgossa tehetjik a tanuldk eldtt, hogy a matematika a kultara
elvalaszthatatlan része. A témakor egyes elemeihez kapcsolodva mutassuk be néhany
matematikus életutjat! Az ezekre a témadkra forditott id0 bdven megtériill az ennek
kovetkeztében novekvo érdeklédés, javuld motivacio miatt.

Valtozatos példakkal, feladatokkal mutathatunk ra arra, hogy milyen eldnyoket
jelenthet a mindennapi életben, ha valaki jol tud problémakat megoldani. Gazdasagi, sport
témaju feladatokkal, szamos geometriai és algebrai szélséérték-feladattal lehet gyakorlati
kérdésekre optimalis megoldasokat keresni.

A kozépiskolas kor mar alkalmassa teszi a tanulokat az 0nalld ismeretszerzésre.
Legyen kovetelmény, hogy egyes adatoknak, fogalmaknak, ismereteknek konyvtarban,
interneten nézzenek utdna. Ez a kutatomunka hozzdjarulhat a tanulok digitalis
kompetenciajanak fejlesztéséhez, ugyanezt szolgalhatja a geometriai és egyéb matematikai
programok hasznalata is.

Gondolkodasi médszerek, halmazok, matematikai
logika, kombinatorika, grafok
Halmazok, ponthalmazok

Orakeret
62 ora

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Csoportositas kiilonbdzé szempontok alapjan. Halmazmiiveletek véges
halmazokon. Halmazédbra. Szamhalmazok, ponthalmazok.
Matematikai allitasok elemzése, igaz €s hamis allitasok.

Elozetes tudas

A halmaz fogalmanak ismerete, alkalmazasa problémamegoldésra,
matematikai modellek alkotasara. Tobb szempont alkalmazasa —
megosztott figyelem fejlesztése. Feladatmegoldasi rutin mélyitése.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

céljai Definiciok, jelolések hasznalata — az emlékezet fejlesztése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Halmazok. Informatika:
Halmazokkal kapcsolatos ismeretek: iires halmaz, részhalmaz, konyvtarszerkezet a
halmazok egyenldsége. szamitogépen;
Halmazmiiveletek: unidképzés, metszetképzes, kiilonbségképzés, adatbazis-kezelés,
szimmetrikus differencia, komplementer halmaz. adatallomanyok,
Descartes-féle szorzat. adatok szlirése

A fogalmak ismétlése, alkalmazésa tobb halmazra. Pontos kiilonb6z6

definiciok, jelolések haszndlata. ,,Relacio” és miiveleti
tulajdonsagok bizonyitésa.
Halmazok felbontésa diszjunkt halmazok unidjara.
A halmazmiiveletek tulajdonsagai.
Halmazok szdmossaga.
Szamossag és halmazmiiveletek.
Logikai szita formula.
n elemi halmaz részhalmazainak a szama.
Véges ¢s végtelen halmazok. (Csak ,,szemléletes” szinten,

szempontok szerint.

Magyar nyelv és
irodalom: mondatok,
szavak, hangok
rendszerezése.

Biologia-egészségtan:
rendszertan.




késobb részletese targyaljuk.)
Matematikatorténet: Georg Cantor.

Konstrukciok. Lehetetlenségi bizonyitasok.

Adott tulajdonsagu objektumok konstrualésa.
Adott tulajdonsagt halmazok konstrualasa.
Abrak szinezése, lefedése adott feltételek szerint.

Annak indoklasa, hogy valamely konstrukci6 nem hozhat6

Iétre. (Invaridns mennyiség keresése.)

Logika.

Logikai miiveletek (negacid, konjukcid, diszjunkcid, implikacio,

ekvivalencia) és tulajdonsagaik
Osszevetés a halmazmiiveletek tulajdonsagaival.
Rendszerezd ismétlés feladatokon keresztiil.

A koznapi szohasznalat €s a matematikai szohasznalat

Osszevetése.

Logikai és halmazelméleti miiveletek kapcsolata.

Kovetkeztetések.

Normalformak.

A logikai aramkorok elméletének elemei.
Matematikatorténet: Polya Gyorgy, George Boole.

Kombinatorika.
Permutacid — ismétlés nélkiil és ismétléssel.
Varidcio — ismétlés nélkiil és ismétléssel.
Kombinacio — ismétlés nélkiil és ismétléssel
, n
Jelek hasznalata: n! ,LkJ.

Binomialis egyiitthatok, egyszerii tulajdonsagaik.
Pascal-haromszog és tulajdonsagai.
Binomidlis tétel.
Matematikatorténet: Blaise Pascal, Erdds Pal.
Néhany kombinatorikus geometriai feladat.
n pont maximum hany egyenest hataroz meg?
n egyenesnek maximum hany metszéspontja lehet?
n egyenes maximum hany részre osztja a sikot?
Grafok.
Néhany probléma abrézolasa grafokkal.
Grafelméleti alapfogalmak.
Vonalak, korok, utak (séta, vonal, ut, kor).
Euler-vonal.
Euler-kérvonal.
Hamilton-kor.
Hamilton-ut.

Kulcsfogalmak/ | Véges és végtelen halmaz, uni6, metszet, kiilonbség, komplementer
fogalmak halmaz. Permutacio, variacio, kombinacio, logikai miivelet, graf.




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret
32 ora

Szamelmélet, algebra
Valos szamok

Elozetes tudas

Természetes szamok, egész szamok, raciondlis szamok halmaza.
Miveletek elvégzése a racionalis szamok halmazan fejben, irasban,
szamologéppel. Miiveletek sorrendje, zardjelek hasznalata.

Hatvanyozas.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

fejlesztése.

Szamkorbdvités elveinek megértése, a valds szamok halmazéanak
ismerete. Gondolkodas: ismeretek rendszerezésének fejlesztése.
Indirekt bizonyitasi modszer alkalmazasa. Absztrakcios készség

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Szamhalmazok:
- természetes szamok,
— egész szamok,
- racionalis szamok,
— irracionalis szamok,
— valds szamok.
Mely miiveletek nem vezetnek ki az egyes szamhalmazokbol?
A racionalis szdmok halmazan végzett miiveletek biztonsagos
elvégzése — ismétlés, gyakorlas.
Miiveleti tulajdonsagok alkalmazasa: kommutativitas, asszociativitas,
disztributivitas.
Szamok tizedes tort alakja.
Véges, végtelen szakaszos, végtelen nem szakaszos tizedes
tortek.
[rracionalis szam kétoldali kozelitése raciondlis szamokkal.
Hatvanyozas és azonossagai egész kitevore.
Szamok normalalakja.
Szamolas normalalakban felirt szdmokkal.
Normalalak a szamologépen.
A valds szamok és a szamegyenes kapcsolata.
A racionalis szdmok halmaza nem elegendo a szdmegyenes
pontjainak jelolésére.

Fizika, kémia,
biologia-egészségtan:
a tér, az 1do, az
anyagmennyis€g nagy
és kis méreteinek
megadasa
normalalakkal.

Négyzetgyok fogalma.
A négyzetgyokvonds azonossagai.
Kivitel a gyokjel alol, bevitel a gyokjel ala.
Nevez6 gyoktelenitése.
Jn irraciondlis, ha n nem négyzetszam. Indirekt bizonyitas.

Az n-edik gyok fogalma.
A gydkvonas azonossagai.
Péaros és paratlan gyokkitevo.
Bevitel a gyokjel ala. Kivitel a gyodkjel alol.
A szerkeszthetdség néhany kérdése.
Permanenciaelv.
A racionalis kitevdjli hatvanyok.

Technika, életvitel és
gyakorlat:
zajszennyezes.

Kémia: pH-szamitas.




Szamolas racionalis kitevji hatvanyokkal, gyokos
kifejezésekkel.
A hatvanyfogalom kiterjesztése irracionalis kitevire.
Hatvanyozas kiterjesztése valos kitevore.
A logaritmus fogalma.
Logaritmus értékének meghatarozasa a definici6 alapjan és
szamologéppel.
A logaritmus azonossagai.
Szorzat, hanyados, hatvany logaritmusa, attérés mas alapu
logaritmusra.
Az értelmezési tartomany valtozasanak vizsgalata az
azonossagok kétiranyu alkalmazasanal.
A logaritmus azonossagainak alkalmazésa kifejezések
szamértékének meghatarozasara, kifejezések atalakitasara.
Logaritmustablazat.
Matematikatorténet: Napier, Kepler. A logaritmus fogalmanak
kialakulasa.

Kulcsfogalmak/

Valos szam, normalalak, négyzetgyok, n-edik gyok, logaritmus.

fogalmak
Tematikai egység/ Szamelmélet, algebra Orakeret
Fejlesztési cél Algebrai kifejezések hasznalata 31 éra

Elozetes tudas ) :
helyettesitési érték, zarojelfelbontas.

Osszefiliggések leirasa algebrai kifejezésekkel, (a+b)*, a® —b?,

A tematikai egység | Algebrai kifejezések biztonsagos hasznalata, célszerii atalakitasi

nevelési-fejlesztési | modok megtalalasa, elvégzése.

céljai
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Algebrai kifejezések. Fizika, kémia:
Polinomok, tortkifejezések. mennyiségek
Racionalis és nem racionalis kifejezések. kiszamitasa képlet
alapjan, képletek
atrendezése.

Nevezetes azonossagok:
(axb)?, (a+b+c)*, a®*—b?, a®-b?, a’+b°.

n n 2k+1 2k+1
a —b", a™" +b™
Geometria: azonossagok ,.rajzos” igazoldsa.

Azonos atalakitasok.
Polinomok 0sszeadasa, kivonasa.
Polinomok szorzasa, hatvanyozésa.
Szorzatta alakitas kiilonb6z6 modszerei.
Polinomok maradékos osztasa.
Algebrai tortekkel végzett miiveletek.
Algebrai tortek egyszerlsitése, dsszeaddsa, kivondsa,




SzOrzasa, osztasa.
Kifejezések legnagyobb kozds osztdja, legkisebb kozos
tobbszorose.

Matematikatorténet: algebra — Al-Hvarizmi.

Szamtani, mértani, négyzetes és harmonikus kozép, hatvanykozep, és
a koztiik 1évo egyenl6tlenség.

Algebrai bizonyitas két és tobb tagra.
Sz¢éls6érték-feladatok kozepek segitségével.

Kapcsolat: masodfoku fliggvények vizsgalata.

Kulcsfogalmak/ | Algebrai kifejezés, polinom, algebrai tort, azonossag, kozép.

fogalmak
Tematikai egység/ Szamelmélet, algebra Orakeret
Fejlesztési cél Oszthat6sag 42 6ra

Elézetes tudas k6z0s 0sztd, legkisebb kdzds tobbszoros.

Oszt6, tobbszords, primszam, primtényezds felbontas, legnagyobb

A tematikai egység | A korabbi években szerzett ismeretek elmélyitése, bovitése.

nevelési-fejlesztési
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Oszt6, tobbszoros, oszthatdsag, oszthatosagi szabalyok.
Az oszthatosagi szabalyok.
Analégidk nem tizes alapu szamrendszerek oszthatosagi
szabalyaiban.
NIM-jaték.
Algebrai azonossagok alkalmazasa oszthatosagi feladatokban.
Teljes indukci6 alkalmazéasa oszthatosagi feladatokban.

Primszam, Osszetett szam, primtényezds felbontas.

A szamelmélet alaptétele.
Osztojaték.
Végtelen sok primszam van.
Néhany tovabbi tétel és sejtés a primszamok
elhelyezkedésérol.
Legkisebb k6zos tobbszoros, legnagyobb kdzos 0szto.
Euklideszi algoritmus.
Osztok szamanak, osszegének, szorzatanak meghatarozasa a
primtényezds felbontasbol.
Euler-féle ¢ fuggvény.
Kis Fermat-tétel.
Wilson-tétel.
Néhany specialis prim (Mersenne-primek, Fermat-primek).
Tokéletes szamok.

Informatika: nagy
primek szerepe a
titkositasban.

Kongruenciak és tulajdonsagai.
Maradékosztalyok.
Diofantoszi egyenletek.




Linearis diofantoszi egyenlet.

Az ax + by + cxy = d tipusu diofantoszi egyenlet.

Szoveges feladatok megoldasa diofantoszi egyenlettel.
Pitagoraszi szamharmasok.
Matematikatorténet: Diophantosz, Eukleidész, Eratoszthenész, Euler,

Fermat.

Kulcsfogalmak/

Oszto, tobbszords, prim, primtényezds felbontas, a szamelmélet alaptétele,
legnagyobb kozds 0szto, legkisebb kdzds tobbszords, szamelméleti

fogalmak fliggvény, kongruencia, maradékosztaly.
Tematikai egység/ Szamelmélet, algebra Orakeret
Fejlesztési cél Egyenlet, egyenlotlenség, egyenletrendszer 90 éra

Elozetes tudas

Egyismeretlenes, elsdfokt egyenletek, egyenlétlenségek megoldasa.
Alaphalmaz vizsgalata, ellendrzés. Azonossag. Szoveges feladatok —
matematikai modell alkotasa.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

Gyakorlati problémak matematikai modelljének felallitdsa, a modell
hatokorének vizsgalata, a kapott eredmény Osszevetése a valosaggal;
az ellendérzés fontossaga. A problémahoz ill6 szamitasi méd

céljai kivalasztasa, eredmény kerekitése a problémanak megfelelden.
Szamologép haszndlata. Az 6nellendrzes képességének fejlesztése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Egyenletek. Fizika, kémia:

Alaphalmaz, megoldashalmaz, igazsdghalmaz.
Egyenletek megoldasa grafikus modszerrel, alaphalmaz és
értékkészlet vizsgalataval, algebrai modszerekkel.
Egyenletek ekvivalenciaja.

Els6foku egyenletek.

képletek értelmezése,
egyenletek rendezése.

Elséfoku egyenlettel megoldhato szoveges feladatok.
A korabban tanult modszerek elmélyitése.

Tovabbi modszerek szoveges feladatok megoldasara.
P¢ldak egyenlet nélkiili megoldasi modszerekre.

Fizika: kinematika,
dinamika.

Kémia: oldatok
Osszetétele.

Tortes egyenletek, egyenldtlenségek.
Ertelmezési tartomany vizsgélata, hamis gyok.
Mikor lesz egy tort értéke nulla, pozitiv, negativ?

Elséfokt paraméteres egyenletek és egyenldtlenségek.

Abszolut értéket tartalmazo egyenletek. (Tobb abszolut értéket
tartalmazok is.)
Abszolut értéket tartalmazo egyenl6tlenségek.

Algebrai és grafikus megoldas.

Fizika: a mérés hibaja.

Elséfoku egyenletrendszerek.
Egyenletrendszerek grafikus megoldésa.
Behelyettesitd modszer.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.
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Egyenl6 egyiitthatok modszere.
Uj ismeretlen bevezetése.
Gauss-eliminacio.
Elséfokt paraméteres egyenletrendszerek.
Egyenletrendszerrel megoldhato szoveges feladatok.
A kapott eredmény értelmezése, valosagtartalmanak
vizsgalata.

Els6foku egyenlotlenségek.
Egyenl6tlenségek grafikus megoldasa.
Egyismeretlenes egyenlotlenségrendszer.

Masodfoku fliggvények vizsgalata.
Teljes négyzetté alakitas hasznalata.
Masodfoku egyenletek.
Grafikus megoldas.
Teljes négyzetteé kiegészités.
Egyenletmegoldas szorzattd alakitassal.
A masodfoku egyenlet megoldoképlete.
A megoldoképlet készségszintli alkalmazésa.
Szamologép hasznalata.
A masodfoku egyenlet diszkriminansa.
Diszkusszi6.
Onellendrzés.
Gyoktényezds alak, Viete-formulak.
Maisodfokura visszavezethetd egyenletek.
Uj ismeretlen bevezetése.
Raciondlis gyokok keresése. Viete-formuldk.
Néhany tovabbi modszer az egyenlet specialis
tulajdonsagainak felhasznalasaval.
Sz¢lsoéérték-feladatok
Masodfoku fliggvény vizsgalataval.
Kapcsolat: szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség
felhasznalasaval torténé megoldas.
Optimalis megoldéasokra torekvés.

Fizika: fizikai tartalma
minimum- és
maximumproblémak.

Filozofia: egy adott
rendszeren beliil
megoldhatatlan
problémak létezése.

Masodfoku egyenlettel megoldhatéd szoveges feladatok.
Modellalkotas, megoldasi modszerek.

Fizika: egyenletesen
gyorsulé mozgas
leirasa.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

Masodfoku egyenl6tlenségek.
A megoldas megadasa masodfoku fliggvény vizsgalataval.
Tobbféle megoldasi modszer Osszevetése.

Masodfoku egyenletrendszer.

Masodfoku egyenletrendszerrel megoldhato szoveges feladatok.
Emlékezés korabban megismert modszerekre, alkalmazas az
adott kdrnyezetben.

Fizika: utkozések.
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Gyokos egyenletek, egyenldtlenségek, egyenletrendszerek.
Ekvivalens és nem ekvivalens egyenlet-megoldasi 1épések.
Hamis gyok, gyokvesztés.
Onellendrzés képességének fejlesztése.

Paraméteres masodfokl és masodfokura visszavezethetd egyenletek.
Esetszétvalasztasok, divergens gondolkodas fejlesztése.
Paraméteres masodfoku egyenldtlenségek.

Magasabb foku egyenletek.
Egész egyiitthatds polinom egész és racionalis gyokei.

Bezout tétele.

Gyokok és egyiitthatok kozti 6sszefiigges.

Horner-elrendezés.

Matematikatorténet: magasabb fokt egyenletek megoldhatdsaga.
Cardano, Galois, Abel.

Exponencialis egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlotlenségek. Féldrajz: globalis
Megoldas a definicid és az azonossagok alkalmazaséaval. problémak (pl.
Exponencialis egyenletre vezetd valos problémak megoldasa. | demografiai mutatok, a

Fold eltarto képessége
¢s az ¢lelmezési
valsag, betegségek,
vildgjarvanyok,
taltermelés és
talfogyasztas).

Logaritmikus egyenletek egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek Kémia: pH-szamitas

Megoldas a definicid és az azonossagok alkalmazaséaval.

Ertelmezési tartomany vizsgalatanak fokozott sziikségessége
logaritmusos egyenleteknél.

Paraméteres exponencialis €s logaritmusos egyenletek.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Els6foku egyenlet, egyenl6tlenség, értelmezési tartomany, azonossag.
Ekvivalens atalakitas, hamis gyok. Masodfoku egyenlet, egyenlotlenség,
megoldoképlet, diszkriminans. Egyenletrendszer. Négyzetgyokos
egyenlet. Paraméteres egyenlet. Magasabb fokt egyenletek.
Exponencialis és logaritmikus egyenlet, egyenldtlenség,
egyenletrendszer.

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Geometria Orakeret
Alapfogalmak, ponthalmazok, egybevagosagi .
C s 53 ora
transzformaciok

Elozetes tudas

Térelemek kolcsonds helyzete, tdvolsdga. Haromszogek, négyszogek,
sokszogek tulajdonsagai. Specialis haromszogek, négyszogek
elnevezése, felismerése, tulajdonsdgaik. Haromszogek szerkesztése
alapadatokbol.. A Pitagorasz-tétel ismerete. Geometriai transzformaciok,
a szimmetria felismerése kdrnyezetiinkben, alkalmazéasuk egyszerti
feladatokban.
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A tematikai
egység nevelési-
fejlesztési céljai

A geometriai szemlélet, 1atasmod fejlesztése. A definiciok és tételek
pontos ismerete. Bizonyitasok gyakorlasa. A sziikséges és az elégséges
feltétel felismerése. Osszetett szamitasi probléma lebontésa, szamitéasi
terv készitése (megfeleld részlet kivalasztasa, a részletszamitasok logikus
sorrendbe illesztése). A geometriai transzformaciok atfogd ismerete,
alkalmazasa problémamegoldasban. Szimmetria szerepének felismerése
a matematikéban, a miivészetekben. T4jékozdodas valosagos viszonyokrol
térkép €s egyéb vazlatok alapjan. Valos probléma geometriai

feladatokban.

modelljének megalkotéasa, szamitasok a modell alapjan, az eredmények
Osszevetése a valosaggal. Szamitogép hasznalata geometrial

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Geometriai alapfogalmak, axiomak.

Térelemek; kolcsonds helyzete, tavolsaga, szoge sikban €s térben.
Skatulyaelvvel megoldhaté geometriai feladatok.

Haromszogek szogei, oldalai kozti 6sszefliggések.

Négyszogek.

Sokszogek szogosszege, atlok szama.

Fizika: szogsebesség,
szoggyorsulas.

Vizualis kultura:
térbeli viszonyok.

Nevezetes ponthalmazok rendszerezése.
— adott térelemtdl adott tdvolsagra I€vé pontok halmaza —
sikban és térben;
—  két térelemtdl egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza —
sikban és térben.
— Parabola, ellipszis, hiperbola.
Egyenl6tlenséggel meghatarozott ponthalmazok.

Ponthalmazok a koordinatasikon. Koordinatakkal megadott feltételek.

Matematikatorténet: Descartes.
Két vagy harom feltételnek megfelelé ponthalmazok szerkesztése.
Héromszog beirt, koriilirt, hozzairt korei.
Héromszog tovabbi nevezetes vonalai.
Kozépvonalak.(Négyszogek kézépvonalai is.) Varignon-tétel.
Magassagok — magassagpont.
Sulyvonalak — stlypont.
Geometriai szerkesztOprogram hasznalata, bemutatasa
grafikus programmal.

Fizika: parabolatiikor.

Informatika:
geometriai
szerkesztOprogram
hasznalata.

Fizika: égitestek
palyaja; izotermikus
allapotvaltozas.

Pitagorasz tétele és a tétel megforditasa.
Szamitasi feladatok sikban és térben.
Pitagorasz tételének alkalmazasa bizonyitasi feladatokban.
Mikor hegyesszogll, illetve tompaszogii a hdromszog?
Két pont tavolsaga koordinata-rendszerben.
A paralelogramma oldalainak négyzetdsszege egyenld az
atlok négyzetdsszegével.
Négyszog atloi merdlegességének feltétele.
Matematikatorténet: Pitagorasz.

Fizika: vektor
felbont4sa merdleges
Osszetevokre.

Thalész tétele és a tétel megforditésa.
Szerkesztési €s bizonyitasi feladatok.
Korérintd szerkesztése.
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Matematikatorténet: Thalész.

Geometriai transzformacio fogalma. Informatika:

Egybevagdsagi transzformaciok rendszerezo ismétlése. geometriai
Tengelyes tiikr6zés, kozéppontos tiikkrozés, forgatas, eltolas, szerkesztéprogram
identitas. hasznalata.

A geometriai transzformaciok tulajdonsagai:

fixpont, fix egyenes, fix sik,

szOgtartas, tavolsagtartas, irdnyitastartas.
Szimmetrikus ponthalmazok, szimmetrian alapulé jatékok.
Geometriai transzformaciok szorzata.

Geometriai szélsérték-feladatok.
Haromszogbe irt minimalis keriiletli haAromszog.
[zogonalis pont.

Féldrajz: minimalis
utak meghatarozasa.

Az egybevagosag fogalma.
Ponthalmazok egybevagdsaga.
A haromszogek egybevagosaganak alapesetei.

Miveletek vektorokkal:
Osszeadas, kivonas, szammal vald szorzas.
Vektorfelbontas tétele.
Osztopont helyvektora, haromszog sulypontjanak helyvektora.
Feuerbach-kor.
Vektorok térben.
Vektor koordinatai.
Analbdgia a szamhalmazokon végzett miiveletekkel.

Fizika:
vektormennyiségek:
ero, sebesség,
gyorsulas, térerdsség.

Kulcsfogalmak/

Térelem, sokszog, Pitagorasz-tétel, Thalész-tétel, egybevagosagi

fogalmak transzforméacio. Vektor.
Tematikai egység/ Geometria Orakeret
Fejlesztési cél Hasonlésag és kapcsolodo tételek 56 ora

Elozetes tudas

Egybevagosagi transzformaciok. A haromszogek egybevagosaganak
alapesetei. Szamtani €s mértani koz€p. A szamtani és a mértani kozép
kozotti egyenlotlenség.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A geometriai szemlélet, latdsmaod fejlesztése. A definiciok és tételek
pontos ismerete. Bizonyitasok gyakorlasa. T4jékozodas valdsagos
viszonyokrdl térkép és egyéb vazlatok alapjan. Valds probléma
geometriai modelljének megalkotésa, szadmitasok a modell alapjan, az
eredmények Osszevetése a valosaggal. Szamitogép hasznalata
geometriai feladatokban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A parhuzamos szel6k tétele és megforditasa, kovetkezmények.
Szogfelezo tétel.
A parhuzamos szeldszakaszok tétele.
Szakasz aranyos osztasa.
Negyedik aranyos szerkesztése.
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A kozéppontos hasonldsag fogalma ¢€s tulajdonsagai.

A hasonldsagi transzformacié fogalma és tulajdonségai.
Szerkesztési, szamitasi, bizonyitasi feladatok.
Euler-egyenes.

Foldrajz: térképek.

Vizualis kultura:
épitészeti tervrajzok.

Fizika: optikai
eszk6zok nagyitasa.

Hasonl6 ponthalmazok.
A haromszogek hasonlosaganak alapesetei.
A sokszogek hasonlosaga.
Heron-képlet
A hasonlo sikidomok teriiletének aranya.
A hasonlo testek felszinének és térfogatanak aranya.
Annak tudatositdsa, hogy kicsinyitésnél, nagyitasnal a lineéaris
méretek, a felszin és térfogat nem egyforman valtozik.

Fizika: hasonlo
haromszogek
alkalmazésa —
lejtémozgas,
geometriai optika.

Biologia-egészségtan:
példak arra, amikor az
a hasznos, hogy adott
térfogathoz nagy
felszin, illetve, amikor
adott térfogathoz kis
felszin tartozzon.

Aranyossagi tételek haromszogekben.
Magassagtétel, befogotétel.
A szamtani €s a mértani kozép kozotti egyenltlenség
geometriai bizonyitasa.
Meértani kozép szerkesztése.
Egyszerl széls6érték-feladatok.
Ceva és Menelaosz tétele.

Vizualis kultura:
festészet, épitészet.

Enek-zene: az
aranymetszes
megjelenése zenei
miuvekben.

Két kor ko6zos érintoi.

Ko6zépponti szog, a hozza tartozo koriv és korcikk.
Szogek mérése.

Kertileti és kozépponti szogek tétele.
Kertileti szogek tétele.

Latoszogkoriv.

Hurnégyszog tétele és megforditasa.
Feuerbach-kér.

Erinténégyszogek tétele és megforditasa.
A talpponti haromszdg tulajdonsagai.
Ptolemaiosz-tétel.

Erint6 és szeldszakaszok tétele.
Szeldszakaszok tétele.

Aranymetszes.

Pontnak korre vonatkozo hatvanya.

Tovéabbi nem tavolsagtartd transzformaciok.
Merdleges affinitas.
Kapcsolat a fliggvénytranszformaciokkal.
Inverzio és tulajdonsagai.

Matematikatorténet: Euler. Ptolemaiosz, Feuerbach, Héron.

15




Kulcsfogalmak/ | Hasonlosagi transzformacio, hasonlé ponthalmaz, szamtani és mértani

fogalmak kozép.

Fiiggvények
Algebrai fiiggvények

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret
37 ora

Elozetes tudas
forditott aranyossag fliggvénye.

Halmazok. Hozzarendelés fogalma. Grafikonok készitése, olvasasa.
Pontok abrazolasa koordinata-rendszerben. Linearis fliggvények,

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

A tanult fliggvények felidézése. Fliggvénytranszformaciok algebrai és
geometriai megjelenitése. Osszefliggések, folyamatok megjelenitése
matematikai formaban (fliggvénymodell), vizsgalat a grafikon alapjan.
A vizsgalat szempontjainak kialakitasa. Szamitogép bevonasa a

celjai figgvények dbrazolasaba, vizsgalataba. Logikus, pontos gondolkodas,
fogalmazas fejlesztése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Filiggvény fogalma. Informatika:
Rendszerez6 ismétlés. fliggvényabrazolas,
Ertelmezési tartomany, értékkészlet. grafikonkészités
A fliggvény megadasi médjai, dbrazolasa, jellemzése: szamitogépes program
zérushely, monotonitas, szélséértek. segitségével.
Uj fogalmak: periodicitas, paritas, korlatossag.
(Pontos definiciok. Néhany esetben a tagadas Magyar nyelv és

megfogalmazasa is: pl. egy fliggvény nem paros, ha...)

Kapcsolat: logika elemei — barmely, van olyan, negacio.

Hétkoznapi allitasok tagadasa.
Pontos fogalmazas.

irodalom: hétkéznapi
¢s szaknyelvi
szOhasznalat.

Forditott aranyossag, els6foku tortfliggvény.

Fizika; kemia:
forditottan aranyos

mennyiségek.

Linearis fliggvények. Fizika, kémia:
Rendszerezo ismétlés. egyenesen aranyos

Linearis kapcsolatok felfedezése a hétkoznapokban. mennyiségek.

Masodfoku fliggvények.

Teljes négyzetté kiegészités.
Hatvanyfiiggvények.
Negativ egész kitevojii hatvanyfiiggvények.

Abszolutérték-fliggvény. (TObb abszolut értéket tartalmazok is.)

Egészrész-, tortrész-, eldjelfiiggvény, Dirichlet-féle fliggvény.
Gyokfiiggvények.

Fliggvények inverze.

Osszetett fliggvények.

Exponencidlis fliggvények.

Logaritmikus fliggvények.

Fizika: régészeti
leletek —

16




kormeghatarozas.

Fliggvénytranszformaciok.
A tanult fliggvények tobblépéses transzformacioi.
f (ax+Db) abrazolisa
A transzformaciok rendszerezése, transzformacios sorrend.
If(x)] és f(x]) abrazolasa,
Adott tulajdonsagu fliggvények konstruélasa.

A sorozat fogalma, megadésa, abrazolasa.
Korabbi ismeretek rendszerez6 ismétlése.

Sorozat megadasa rekurzidval — Fibonacci-sorozat — aranymetszés.

Rekurziv sorozat n-edik elemének megadasa.
Matematikatorténet: Fibonacci.

Informatika:
algoritmusok.

Szamtani sorozat.

A szamtani sorozat n-edik tagja.

A szamtani sorozat elsd n tagjanak Gsszege.

Mértani sorozat.

A mértani sorozat n-edik tagja.

A mértani sorozat elsd n tagjdnak Gsszege.
Szamitasi feladatok szamtani és a mértani sorozatokra.
Szoveges faladatok gyakorlati alkalmazasokkal.
A szamtani sorozat mint linedris és a mértani sorozat mint
exponencialis fliggvény 6sszehasonlitasa.

Gyakorlati alkalmazasok — kamatos kamat szamitésa.
Torlesztési feladatok.
Pénziigyi alapfogalmak — kamatos kamat, torlesztorészlet,
hitel, THM, gytjtéjaradék.

Véges sorok 0sszegzése.
Szamtani és mértani sorozatbol eldallitott szorzatok
0sszegzese.
Teleszkopos 0sszegek.

Fizika, kémia;
biologia-egészségtan,
foldrajz, torténelem,
tarsadalmi és
dllampolgari
ismeretek: linearis és
exponencialis
folyamatok.

Technika, életvitel és
gyakorlat: hitel —
adossag — eladosodas.

Fiiggvény, értelmezési tartomany, értékkészlet, zérushely, monotonitas,

Kulcsfogalmak/ | szEélséérték, paritas. Fiiggvénygrafikon, figgvénytranszformacio.

fogalmak Sorozat, szamtani sorozat, mértani sorozat, kamatos kamat, rekurziv
sorozat.
Tematikai egység/ Fuggvenyek. Orakeret

Fejlesztesi cel altalanositas

Hegyesszogek szogfiiggvényei, szogfiiggvények

20 ora

Elézetes tudds | Hasonlosag alkalmazasa szamolasi feladatokban. Pitagorasz-tétel.

A tematikai Sikbeli és térbeli abra készitése a valdés geometriai problémarol.
egység nevelési- | Szamitési feladatok, a megoldashoz alkalmas szogfiiggvény megtalalasa.

fejlesztési céljai | Szamologép, szamitogép hasznalata.
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Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Tavolsagok, magassagok meghatarozéasa aranyokkal.
A valdsag kicsinyitett abrajarol szogeket és szakaszokat
hatarozunk meg méréssel és szamolassal.

A hegyesszogek szogfliggvényeinek definicidja.
Szogfliggvény értékének meghatarozasa szamologéppel.
Szamitasi feladatok szogfliggvények hasznalataval sikban és
térben.

Fizika: lejtén mozgo
testre hato erdk
kiszamitasa.

Potszogek szogfliggvényei.
Osszefliggések egy hegyesszog szogfiiggvényei kozott.
Egyszert(i trigonometrikus Osszefliggések bizonyitasa.
Nevezetes szogek szogfliggvényei:
30°; 60°; 45°. (Megtanulandok.)
18°,36°, 54°, 72°. (Kiszdmolas az ,,aranyharomszgbdl”.)

A szogfliiggvények altalanos értelmezése.

Forgasszog, egységvektor, vektorkoordinatak.

A szogfliggvények eldjele a kiillonbozd siknegyedekben.
Szogfiggveények kozotti 6sszefliggések.

Egyszer(i trigonometrikus Osszefliggések bizonyitasa.
A trigonometrikus fliggvények.
A szogfliggvények értelmezési tartomanya, értékkészlete,
zérushelyek, sz&lsdérték, periodus, monotonitas.
A trigonometrikus fliggvények transzformaltjai, fliggvényvizsgélat.
Egyszerti trigonometrikus egyenletek.

Fizika: harmonikus
rezgdmozgas,
hulldmmozgas leirasa.

Informatika:
grafikonok elkészitése
szamitogépes
programmal.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Szogfliggvény.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Statisztika, valoszintliség

Orakeret
30 ora

Eldzetes tudas Kombinatorikai ismeretek.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

kapcsolatuk belatésa.

A valbszintiség és a relativ gyakorisdg fogalmanak mélyitése,

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Véletlen jelenségek megfigyelése.
Kocka- és pénzérmedobasok — csoportmunka.

Informatika: véletlen
jelenségek
szamitogépes
szimulacidja.

Esemény, biztos esemény, lehetetlen esemény, komplementer
esemény.

Miiveletek eseményekkel.

Egyszerilibb események valdsziniisége.

Klasszikus valoszinliségi modell.
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A val6szinliség meghatarozasa kombinatorikus eszkdzokkel.

Geometriai valoszinliség.
Feltételes valoszintiség, fliggetlenség.
Teljes valosziniiség tétele, Bayes tétele.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Esemény, valoszinliség.

A fejlesztés vart
eredményei a két
évfolyamos ciklus

végén

Gondolkodasi és megismerési modszerek

— Halmazmiiveletek alkalmazéasa szdmhalmazokra, ponthalmazokra.

— Logikai miiveletek és tulajdonsagaik ismerete.

— Definicio, tétel felismerése, az allitas és megforditdsanak felismerése;
bizonyitas gondolatmenetének kdvetése.

— Bizonyitasi modszerek ismerete, a logikai szita €s skatulyaelv
alkalmazasa feladatmegoldas soran.

— Konstrukcids feladatok megoldasa, lehetetlenség bizonyitéasa.

— Grafok hasznalata gondolatmenet szemléltetésére.

Szamelmélet, algebra

— Racionalis és irracionalis szamok, a valos szamok halmazanak
szemléletes fogalma, véges €s végtelen tizedes tortek, szdmegyenes
alkalmazasa.

— Szamok normalalakja, normalalakkal végzett miiveletek alkalmazasa.

— Oszthatosag, a szamelmélet alaptétele, alkalmazasa.

— Legnagyobb k6z6s 0sztd, legkisebb kdzos tobbszords ismerete,
alkalmazasa.

— Primekre vonatkozo tételek, sejtések ismerete.

— Algebrai kifejezésekkel végzett miiveletek, azonossagok alkalmazasa.

— A gydkvonas fogalmanak ismerete, a gyokvonas azonossagainak
alkalmazasa, gyokos egyenletek megoldasa.

— Els6- és masodfoku, és masodfokura visszavezethetd egyenletek,
egyenlotlenségek, egyenletrendszerek, szoveges feladatok megoldasa.

— Masodfoku fiiggvényekre vezetd szEélsdérték-problémak megoldasa.

— Nevezetes kozepek alkalmazésa sz¢lsdérték-problémak megoldasaban.

— A szamologép hasznalata.

Geometria

— Térelemek ismerete, tdvolsag és szog fogalma, mérése.

— Nevezetes ponthalmazok rendszerezése, alkalmazasa.

— A KOr és részeinek ismerete.

— Korrel kapcsolatos tételek alkalmazasa (kertileti és kdzépponti szogek
tétele, hurnégyszogek és érinténégyszogek tételei).

— Egybevagosagi és hasonlosagi transzformaciok ismerete, alkalmazasa
szerkesztési és bizonyitasi feladatokban, a miivészetekben valo
alkalmazas ismerete.

— Egybevago ponthalmazok, hasonld ponthalmazok tulajdonsagainak
ismerete, alkalmazasa.

19




— Vektor fogalmanak, vektormiiveleteknek az ismerete. Vektorfelbontas,
vektorkoordinatak meghatarozéasa adott bazisrendszerben.

— Haromszogek, négyszogek, sokszogek szogei, nevezetes vonalainak,
koreinek ismerete. Az ismeretek alkalmazasa szamitasi, szerkesztési és
bizonyitasi feladatokban.

— A Pitagorasz-tétel és a Thalész-tétel alkalmazasa.

— Hegyesszogek szogfliggvényeinek értelmezése, szamolas
szogfiiggvényekkel. Szogfliggvények kozotti 6sszefliggések ismerete,
alkalmazasa.

— Ceva-, Menelaosz-, Ptolemaiosz-, Euler-tétel ismerete, alkalmazasa.

Trigonometria

— A hegyesszogek szogfiiggvényei.

— A szogfliggvények altalanositasa.

Fiiggvények, sorozatok

— A fiiggvény fogalmanak mélyiilése. Uj fiiggvényijellemzSk ismerete:
korlatossag, periodicitas.

— Figgvény abrazolasa, jellemzése.

— Flggvénytranszformaciok elvégzése.

— Szémtani és mértani sorozat.

— Mindennapjainkhoz, mas tantargyakhoz kapcsolodo folyamatok
elemzése a megfeleld fliggvény grafikonja alapjan.

Valosziniiséeg, statisztika

— Véletlen esemény, biztos esemény, lehetetlen esemény, véletlen
kisérlet, esély/valoszinliség fogalmak ismerete, hasznalata. A
miveletek elvégzése az eseménytérben.

— A valoszinliség klasszikus modelljének alkalmazasa.

— A geometriai valoszinliség alkalmazasa.

11-12. évfolyam

Ez a szakasz az eddigi matematikatanulds szintézisét adja, és egyben Kkiteljesiti a
kapcsolatokat a tobbi tantarggyal, valamint a mindennapi ¢let matematikaigényes elemeivel.
A matematikatanulasban kialakult rendszeresség, problémamegoldd képesség az élet
legkiilonbozobb teriiletein segithet. Ezt célszerli tudatositani a tanuldkban.

Ez a kerettantervi elem a matematika fOiskolai-egyetemi tanulasara valo felkészitést
célozza meg. A problémamegoldd képességen til fontos az 0Onalld rendszerezés,
lényegkiemelés, torténeti attekintés készségének kialakitdsa, az alkalmazasi lehetdségek
megtaldldsa, a kapcsolatok keresése kiilonb6z6 témakorok kozott.

Ebben az iddszakban attekintését adjuk a korabbi évek ismereteinek, eljarasainak,
problémamegold6é méddszereinek, mikdzben sok, gyakorlati és elméleti teriileten széles korben
haszndlhat6 tudast is kozvetitiink, amelyek Osszetettebb problémak megoldasat is lehetové
teszik. Az érettségi eldtt mar elvarhaté a tanuloktol tobbféle készség és ismeret egyiittes
alkalmazasa. Minden téméaban hangsulyosan kell kitérniink a gyakorlati alkalmazasokra, az
ismeretek mas tantargyakban vald felhasznalhatdsagara.

A sorozatok, kamatos kamat témakor kivaloan alkalmas a pénziigyi, gazdasagi
problémakban vald jartassag kialakitasra. A korabbiaknal is nagyobb hangsulyt kell fektetni a
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kiilonboz6 gyakorlati problémék optimuméat keresd feladatokra. Ezért az ilyen problémak
elemi megoldasat kiilon fejezetként iktatjuk be.

Az analizis témakorben a szemléletesség segiti a problémak atlatasat, az egzaktsag
pedig a felsdfoku képzésre vald késziilést.

A rendszerezd Osszefoglalas, til azon, hogy az eddigi matematikatanulds szintézisét
adja, mintaként szolgalhat a késdbbiekben is barmely teriileten végzett 6sszegz6 munkahoz.

Tematikai egység/ Gondolkodasi modszerek, halmazok, matematikai Orakeret
Fejlesztési cél logika, kombinatorika, grafok 15 ora

Halmaz fogalma, halmaz szamossaga. Kélcsonosen egyértelmii

Elozetes tudas . O ps s g
hozzarendelés. Bizonyitasi modszerek.

A tematikai egység | Kordbban megismert fogalmak ismétlése, elmélyitése.
nevelési-fejlesztési

céljai
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Szamhalmazok. Filozofia: Gondolati
Szamhalmazok bovitésének sziikségessége a természetes rendszerek felépitése.
szamoktol a komplex szamokig. Bizonyithat6sag.

Algebrai szamok, transzcendens szamok.
Halmazok szamossaga.

Halmazok ekvivalencidja.

Szamossag.

Végtelen ¢s véges halmazok.

Megszamlalhato és nem megszamlalhato halmazok.

Kontinuumse;jtés.
Matematikatorténet: Cantor, Hilbert, Godel.

A matematika felépitése. Filozéfia: Gondolati
Fogalmak, alapfogalmak, axidmak, tételek, sejtések. rendszerek felépitése.
Miiveletek a matematikaban. Allitasok igazolasanak
Miiveleti tulajdonsagok. sziikségessége.
Relaciok a matematikaban €és a mindennapi életben.

Relaciétulajdonsagok.

Bizonyitasi modszerek attekintése.
Direkt, indirekt bizonyitas, skatulyaelv, teljes indukci6.
Tételek megforditasa.

Miivelet, relaci6. Halmazok szdmossaga, megszdmlalhat6 és nem
megszamlalhatd halmaz. Bizonyitasi modszer. A matematika axiomatikus
felépitése.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Tematikai egység/ Trigonometria Orakeret
Fejlesztési cél g 40 6ra

Vektorokkal végzett miiveletek. Hegyesszogek szogfliggvényei, a
Elozetes tudas | szogfliggvények altalanos értelmezése, szogmérés fokban €s radidnban,
szogfiiggvények kozotti egyszerii 6sszefliggések, trigonometrikus
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fliggvények.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A geometriai latdsmod fejlesztése. A miivelet fogalméanak bovitése egy
ujszeri mivelettel, a skalaris szorzdssal. Algebrai és geometriai
modszerek kdzos alkalmazasa szamitasi, bizonyitasi feladatokban. A
tanultak felfedezése mas tudomanyteriileteken is. A fliggvényszemlélet
alkalmazasa az egyenletmegoldas soran, végtelen sok megoldas

keresése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A vektorok koordinataival végzett miiveletek €s tulajdonsagaik.
A vektor 90°-o0s elforgatottjanak koordinatai.

Két vektor skalaris szorzata.
A skaldris szorzat tulajdonsagai.
A skalaris szorzas alkalmazéasa szamitési €s bizonyitasi
feladatokban.
Merdleges vektorok skalaris szorzata.
Sziikséges ¢€s elégséges feltétel.
Két vektor skaldris szorzatanak kifejezése a
vektorkoordinatak segitségével.
A skalaris szorzat és a Cauchy-egyenl6tlenség kapcsolata.

Fizika: munka,
elektromossagtan.

A haromszog teriiletének kifejezése két oldal és a kdzbezart szog
segitségével.
A haromszog egy oldalanak kifejezése a koré irt kor sugara és
szemkdzti szOg segitségével.
Szinusztétel.
Koszinusztétel.
A tételek pontos kimondasa, bizonyitasa.
Kapcsolat a Pitagorasz-tétellel.
Altalanos haromszog adatainak meghatarozasa.
Egyértelmiiség vizsgalata.
Sz6g, tavolsag, teriilet meghatarozésa.
Bizonyitasi feladatok.

Technika, életvitel és
gyakorlat:
ponthalmazok
adatainak
meghatarozasa.

Foldrajz: tavolsagok,
sz0gek kiszamitasa —
terepmérési feladatok.
GPS-helymeghataro-
Zas.

Szogfiggvények kozotti osszefliggések.

Addicios tételek:
—  két sz0g 6sszegének ¢és kiilonbségének szogfliggvényei,
— egy szog kétszeresének szogfliggvényei,
— félszogek szogfliggvényei,

—  két szog 0sszegének ¢és kiillonbségének szorzatta alakitasa.

A trigonometrikus azonossagok haszndlata, tobb lehetdség
koziil a legalkalmasabb Osszefliggés megtalalasa.
Trigonometrikus kifejezések értékének meghatarozasa.
Haromszogekre vonatkoz6 feladatok addicios tételekkel.
Tangenstétel.

Trigonometrikus egyenletek. (Ekvivalens atalakitasok.)
Trigonometrikus egyenldtlenségek.

Trigonometrikus egyenletrendszerek.

Paraméteres trigonometrikus feladatok.

1d6tol fiiggd periodikus jelenségek vizsgélata.

Fizika: rezgémozgas,
adott kitéréshez,
sebességhez,
gyorsuldshoz tartozé
idOpillanatok
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Trigonometrikus kifejezések szélsdértékének keresése.

meghatarozasa.

Kulcsfogalmak/

Skalaris szorzat, szinusztétel. koszinusztétel, addicios tétel,

fogalmak trigonometrikus azonossag, egyenlet.
Tematikai egység/ Geometria. Orakeret
Fejlesztési cél Kupszeletek 10 ora

Elozetes tudas

Nevezetes ponthalmazok.

A tematikai
egység nevelési-
fejlesztési céljai

A sik- és térgeometriai szemlélet, latasmod fejlesztése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Parabolat, ellipszist,

Kupszeletek érintdi.

Kupszeletek szarmaztatasa (Dandelin-gombdk).
Meértani helyek.

hiperbolat jellemzd paraméterek. Fizika: csillagaszat.

Kulcsfogalmak

Parabola, ellipszis, hiperbola, fokuszpont, vezéregyenes.

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

Koordinatageometria 54 6ra

Elozetes tudas

Koordinata-rendszer, vektorok, vektormiiveletek megadéasa
koordinatakkal. Ponthalmazok koordinata-rendszerben. Fliggvények
abrazolasa. Els6foku, masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek
megoldasa. A parabola pontjainak tulajdonsaga: fokuszpont,
vezéregyenes.

A tematikai egység | Elemi geometriai ismeretek megkdzelitése 1) eszkozzel. Geometriai
nevelési-fejlesztési | problémak megoldasa algebrai eszkozokkel. Szamitdgép hasznélata.
céljai
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A Descartes-féle koordinata-rendszer. Informatika:
A helyvektor és a szabadvektor. szamitdgépes program
Rendszerezd ismétlés. hasznalata.

Vektor abszolut értékének kiszamitasa.
Két pont tavolsaganak kiszamitésa.

A Pitagorasz

Két vektor hajlasszoge.
Skalaris szorzat hasznalata.

-tétel alkalmazasa.

Szakasz osztopontjanak koordinatai.

A haromszog sulypontjanak koordinatai.
Elemi geometriai ismereteket alkalmazasa, vektorok
hasznalata, koordinatak szamolasa.

Fizika: ponthalmazok
tomegkdzéppontja.
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Az egyenes helyzetét jellemz6 adatok: irdnyvektor, normalvektor,
iranyszog, irdnytangens.
A kiilonboz0 jellemzdk kozotti kapesolat értése, hasznélata.
Az egyenes egyenletei.
— Adott pontra illeszkedd, adott normalvektora egyenes,
illetve sik egyenlete.
— Adott pontra illeszkedd, adott irdnyvektora egyenes
egyenlete sikban, egyenletrendszere térben.
— Iranytényezds egyenlet.
Geometriai feladatok megoldasa algebrai eszkozokkel.
Kétismeretlenes linearis egyenlet és az egyenes egyenletének
kapcsolata.
A feladathoz alkalmas egyenlettipus kivalasztasa.
Két egyenes parhuzamossaganak és merdlegességének a feltétele.
Két egyenes metszéspontja.
Két egyenes hajlasszoge.
Skalaris szorzat hasznalata.

Fizika: mérések
értékelése.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

A kor egyenlete.
Kétismeretlenes masodfoku egyenlet és a kor egyenletének
kapcsolata.

Kor és egyenes kolcsonos helyzete.

A kor érint6jének egyenlete.

Két kor k6z0s pontjainak meghatarozasa.
Masodfoku, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa.
A diszkriminans vizsgélata, diszkusszid.
Szerkeszthetdségi kérdések.

Két kor kozos érintdinek egyenlete.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

A parabola tengelyponti egyenlete.

A parabola ¢s a masodfoku fliggvény.

A parabola ¢s az egyenes kolcsonds helyzete.
A diszkriminans vizsgalata, diszkusszid.

Fizika: geometriai
optika, fényszoro,
visszapillant6 tiikor.

Ellipszis €s hiperbola egyenlete.

Fizika: égitestek

palyaja.
Osszetett feladatok megoldasa paraméter segitségével vagy a Informatika: tobb
szerkesztés menetének kovetésével. feltétel egyiittes
Meértani helyek keresése. vizsgalata.

Apolloniosz-kor.

Merdleges affinitassal kapott mértani helyek.
Ponthalmazok a koordinatasikon.

Egyenldtlenséggel megadott egyszerii feltételek.

Linedris programozasi feladat.

Térbeli koordinatageometria.
Vektorok vektoridlis szorzata.
Egyenes egyenletrendszere.
Sik egyenlete.

Egyenes ¢és sik metszéspontja.

24




Kulcsfogalmak/ | Vektor, iranyvektor, normalvektor, iranytényezd. Egyenes, kor, parabola,

fogalmak ellipszis és hiperbola egyenlete.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Sorozatok

Orakeret
30 ora

Elozetes tudas alapOsszefliggések.

Szamtani sorozat, mértani sorozat fogalma, egyszera

A tematikai egység | A hétkoznapi életben, matematikai problémaban a sorozattal leirhato
nevelési-fejlesztési | mennyiségek észrevétele. Sorozatok megadasi modszereinek
céljai alkalmazasa. Osszefliggések, képletek hatékony alkalmazasa.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Sorozatok korlatossdga, monotonitésa, konvergencidja.
A hatarérték szemléletes €s pontos definicioi.
Miveletek konvergens sorozatokkal.
Konvergens ¢és divergens sorozatok.
Nevezetes sorozatok hatarértéke.
Konvergens sorozatok tulajdonsagai, konvergenciakritériumok.
Torlodasi pont.
Konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.
Minden konvergens sorozat korlatos.
Monoton ¢és korlatos sorozat konvergens.
Az e szam.

Konvergens sorozatokra vonatkozo egyenldtlenségek. Rendorelv.

Végtelen sorok.
Végtelenen sor konvergenciaja, 6sszege.
Végtelen mértani sor.
Szakaszos végtelen tizedes tort atvaltasa.
Tovabbi példak konvergens sorokra.
Teleszkopos 0sszegek.
Négyzetszamok reciprokainak 6sszege.
P¢ldak nem konvergens sorokra.
Harmonikus sor.
Feltételesen konvergens sorok.
Cantor-axioma.
A kor kertilete.

Kulcsfogalmak/ | Korlatossag, monotonitas, konvergencia, divergencia.

fogalmak Sor, sor dsszege, végtelen mértani sor.

Tematikai egység/ | Nevezetes egyenlotlenségek, szélséérték-feladatok elemi | Orakeret

Fejlesztési cél megoldasa

8 ora

Elézetes tudas tobb valtozora.

Nevezetes azonossagok ismerete. Kozepek és sorend;jiik ismerete két és

A tematikai egység | Gyakorlati problémak matematikai modelljének felallitasa. A modell
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nevelési-fejlesztési
céljai
optimalis megoldasok keresésében.

hatokorének vizsgalata, a kapott eredmény 0sszevetése a valosaggal. A
sz€lsdérték-problémahoz 116 megoldasi moéd kivalasztasa. Gyakorlat

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Azonos egyenl6tlenségek.

Rendezési tétel.

Bernoulli-egyenl6tlenség.

Cauchy-egyenl6tlenség.

Jensen-egyenl6tlenség. (Bizonyitas nélkiil, szemléletes képpel.)

Kornyezetvédelem:
legrovidebb utak és
egyéb optimalis
modszerek keresése.

Kulcsfogalmak/ | Sz¢lséértekhely, szélsdérték.

fogalmak
Tematikai egység/ R civ g g Orakeret
Fejlesztési cél Folytonossag, differencialszamitas 54 éra

Elozetes tudas

Fiiggvények megadasa, értelmezési tartomany, értekkészlet.
Fiiggvények jellemzése: zérushely, korlatossag, szélsdértek,
monotonitas, paritas, periodicitas. Sorozatok hatarértéke.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Megismerkedés a fliggvények vizsgalatanak 1) modszerével. A
fliggvény folytonossaga €s hatarértéke fogalmanak megalapozasa. A
differencialszamitas modszereinek hasznalta a fliggvények lokalis és
globalis tulajdonsagainak vizsgalatara. A matematikéan kiviili
teriileteken — fizika, kozgazdasagtan — is alkalmazasok keresése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A valds szamok halmazan értelmezett fliggvények jellemzése.
Korabbi ismeretek rendszerezo6 ismétlése.

Informatika:
szamitogépes szoftver
alkalmazasa
fliggvények
grafikonjanak
megrajzolasara.

A fliggvények folytonossaga.
P¢ldak folytonos és nem folytonos fliggvényekre.
A folytonossag definicioi.
Intervallumon folytonos fliggvények.
Korlatos és zart intervallumon folytonos fliggvények
tulajdonséagai.

Fizika: példak
folytonos ¢és diszkrét
mennyiségekre.

Fliggvény hatarértéke.
A fiiggvények hatarértékének szemléletes fogalma, pontos
definicioi. Jelolések.
Fliggvények véges helyen vett véges; véges helyen vett
végtelen; végtelenben vett véges; végtelenben vett végtelen
hatérértéke.
A sorozatok és a fliggvények hatarértékének kapcsolata.

sinx .. o s
A ——fliggvény vizsgalata, az X = 0 helyen vett hatarértéke.
X

Informatika: a
hatarérték
szamitogépes becslése.

Fizika: felhasznalas
sin x, illetve tg x
kozelitésére kis szog
esetében.

26




Bevezeto feladatok a differencidlhanyados fogalménak
elokészitésére.

A fiiggvénygorbe érintdjének iranytangense.

A pillanatnyi sebesség meghatarozasa.

Fizika: Az ut-idé
fliggvény és a
pillanatnyi sebesség
kapcsolata.

A fluxus és az indukalt
fesziiltség kapcsolata.

Biologia-egészségtan:
populécié
novekedésének atlagos
sebessége.

A differencialhatosag fogalma.
A kiilonbségi hanyados fliggvény, a differencialhanyados
(derivalt), a derivaltfiiggvény.
P¢ldak nem differencialhato fliggvényekre is.

Grafikon érintdjének egyenlete
Kapcsolat a differencialhat6 és a folytonos fliggvények
kozott.

Alapfiiggvények derivaltja:
Konstans fiiggvény, X", trigonometrikus fliggvények
derivaltja.

Miiveletek differencialhato fliggvényekkel.
Fliggvény konstansszorosanak derivaltja, 6sszeg-, Szorzat-,
hanyados-, 0sszetett fliggvény derivaltja.
Inverz fliggvény derivaltja.

Exponencialis és logaritmusfiiggvény derivaltja.

Magasabb rendi derivaltak.

Matematikatorténet: Fermat, Leibniz, Newton, Cauchy, Weierstrass.

Fizika: harmonikus
rezgdmozgas kitérése,
sebessége, gyorsulasa
— ezek kapcsolata.

A fliggvény tulajdonsagai és a derivalt kapcsolata.

— Lokalis novekedés, fogyas — intervallumon monoton

fliggvény.

— Széls6érték — lokalis szélsdérték, abszolut szélsoérték.
A sziikséges és az elégséges feltételek pontos megfogalmazasa,
alkalmazasa.
Kozépértektételek.

Rolle- és Lagrange-tétel.
L’Hospital-szabaly.

Fizika: fizikai tartalmua
fiiggvények (pl. ut-ido,
sebesség-1do)
derivaltjainak
jelentése.

Konvexités vizsgalata derivalassal.
A konvexitas definicidja.
Inflexids pont.
A masodik derivalt és a konvexitas kapcsolata.

Fiiggvényvizsgalat differencidlszamitassal.
Osszevetés az elemi modszerekkel.

Gyakorlati jellegli szélséérték-feladatok megoldésa.
A differencidlszdmitas és az elemi modszerek Osszevetése.

Fizika: Fermat-elv,
Snellius—Descartes-
torvény. Fizikai jellegii
sz€lséérték-problémak.
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Fiiggvényfolytonossag, -hatarérték. Kiilonbségi hanyados fliggvény,
derivalt, derivaltfliggvény, magasabb rendi derivalt. Monotonitas, lokalis
sz€lsoérték, abszolut szEélsdérték. Konvex, konkav fliggvény.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Tematikai egység/ Mg re Orakeret
Fejlesztési cél Integralszamitas 44 ora

Folytonos fliggvények fogalma. Sorozatok, véges sorok. Differencialasi

Elézetes tudas szabalyok ismerete.

A tematikai egység | Az integralszamitas modszereivel talalkozva a kozelitd modszerek
nevelési-fejlesztési | ismeretének bovitése. A fliggveny alatti teriilet alkalmazasai a
céljai matematika €s a fizika tobb teriiletén.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok

Bevezetd feladatok az integral fogalmahoz.
Fiiggvény grafikonja alatti teriilet.
A megtett Ut €és a sebesség-idd grafikon alatti tertilet.
A munka kiszamitdsa az er0-ut grafikon alatti teriilet alapjan.

Also ¢és fels6 kozelitd osszegek. Informatika:
Az intervallum felosztésa, a felosztas finomitasa. szamitogépes szoftver
Kozelités véges Osszegekkel. hasznalata.

A hatarozott integral fogalma, jelolése.
A szemléletes megkozelitésre alapozva eljutas a pontos
definicioig.
P¢lda nem integralhat6 fliggvényre is.
Negativ fliggvény hatarozott integralja.
A hatdrozott integral és a tertilet-eldjeles tertilet.
Az integral kozelitd kiszamitasa.
Szamitogépes szoftver hasznalata a hatarozott integral
szemléltetésére.
Matematikatorténet: Bernhard Riemann.

Az integralhatosag sziikséges és elegendo feltétele. Fizika: A munka és a

Korlatos és monoton fliggvények integralhatosaga. mozgasi energia.

A hatarozott integral tulajdonsagai. Elektromos fesziiltség
két pont k6zott, a
potencial.
Tehetetlenségi

nyomaték. Ponthalmaz
tomegkozéppontja. A
hidrosztatikai nyomas
¢és az edény oldalfalara
hato erd. Effektiv
aramer0sseg.

Az integral mint a felsd hatéar fliggvénye.
Integralfiiggvény.
Folytonos fliggvény integralfliggvényének derivaltja.
Kapcsolat a differencidlszamités és az integralszamitas
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kozott.
A primitiv fliggvény fogalma.
A primitiv fliggvények halmaza — a hatarozatlan integral:
— hatvanyfiiggvény, polinomfiiggvény,
— trigonometrikus fliggvények,
— exponencialis fliggvény, logaritmusfiiggvény.
A Newton-Leibniz-tétel.
Integralasi modszerek:
Integralas helyettesitéssel.
Parcialis integralas.
Matematikatorténet: Newton, Leibniz, Euler.

Az integralszamitas alkalmazasa matematikai és fizikai problémakra.
Két fliggvénygorbe kozotti terlilet meghatarozésa.
Forgastest térfogatanak meghatéarozasa.
Henger, kup, csonka ktp, gdomb, gombszelet térfogata.
Az integralas kozelitdo modszerei.

Fizika: Potencial,
munkavegzes
elektromos, illetve
gravitacios erdtérben.
Véltakozo6 aram
munkaja, effektiv aram
¢s fesziiltség. Newton
munkassaga.

Néhany egyszertibb improprius integral.

Néhany hatvanysor.
Hatvanysorok szerepe a matematikaban, fizikdban,
informatikaban.
Hogyan szdmolnak az egyszerii szamoldgépek 12 jegy
pontossaggal?

Kulcsfogalmak/

Also és felso kozelitd 6sszeg, hatarozott integral. Primitiv fliggvény,

fogalmak hatarozatlan integral. Newton-Leibniz-tétel. Forgastest térfogata.
Tematikai egység/ . . Orakeret
Fejlesztési cél Térgeometria 40 ora

Elozetes tudas ponthalmazok.

Teriiletszamitas, keriiletszamitas, sikidomok tulajdonsagai, nevezetes

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

térfogatszamitas modszereirdl.

Attekinté kép kialakitasa a térgeometriardl, a felszin- és

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Testek szarmaztatasa.

Szabalyos testek.

Térelemek szogének és tavolsaganak meghatarozasa kiilonbozd
testek esetén.

Vizualis kultura:
axonometria.

Kémia: kristalyok.

Miiveészetek:
szimmetriak

A teriiletszamitas alapelvei.
Néhany egyszerlibb ponthalmaz teriiletének levezetése az

Informatika: tantargyi

szimulaciods
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alapelvekbol.

A teriiletszamitas modszereinek attekintése.
Teriiletszamitasi modszerek alkalmazasa a matematika mas
témakoreiben.

programok hasznalata
(geometriai
szerkesztéprogram

A térfogatszamitas alapelvei.
Néhany egyszeriibb test térfogatanak levezetése az
alapelvekbdl. Téglatest, hasab, henger, gula, kup.
A térfogatszamitas néhany uj eleme.
Cavalieri-elv.
Csonka gula térfogata.
Erintdpoliéderek térfogata.
Ponthalmazok felszine, haloja.
Csonka kup felszine.
GOmb térfogata, felszine.

Technika, életvitel és
gyakorlat: a
mindennapjainkban
eloforduld térbeli
alakzatok modellje,
absztrakcioja.

Vizualis kultura:
épitészet.

Tetraéderekre vonatkozo tételek.
Ortogonalis tetraéder.
Tetraéder és paralelepipedon.
Euler-féle poliédertétel.
Testekbe, illetve testek koré irhatdo gomb.

Kulcsfogalmak/

Felszin, térfogat, hengerszert test, kiipszert test, forgastest, csonka gtla,

fogalmak csonka kup.
Tematikai egység/ N L Orakeret
Fejlesztési cél Statisztika, valosziniiség 24 éra

Elozetes tudas

Adatok elemzése, tablazatok, grafikonok hasznalata. Terjedelem, atlag,
median, médusz, szords. Klasszikus valoszinliségi modell.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

rendezésében, értékelésében, abrazolasaban.

A val6szintiség fogalmanak bovitése, mélyitése. A kombinatorikai
ismeretek alkalmazéasa valosziniiség meghatarozasara.

Ismeretek rendszerezése. Tapasztalatszerzés ujabb kisérletekkel, a
kisérletek kiértékelése, kovetkeztetések. Diagram készitése, olvasasa.
Tablazat értelmezése, készitése. Szamitdgép hasznalata az adatok

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok
Statisztikai adatok gytijtése, elemzése és abrazolasa. Informatika:
Adatok rendezése, elemzése, tablazatba rendezése, abrazolasa |tablazatkezelo,

grafikonokon, osztalyokba sorolasa.

Statisztikai mintavétel.
Mintavétel visszatevéssel, visszatevés nélkil.
Kozvélemény-kutatds. Statisztikai évkonyv.
Mindség-ellendrzés.
Adathalmazok jellemzdi: terjedelem, atlag, medidn, modusz,
szorodasmértékek.

adatbazis-kezeld
program haszndlata.

Tortéenelem,

tarsadalmi és
dllampolgari
ismeretek: valasztasok.
Foldrajz: id6jarasi,
éghajlati és gazdasagi
statisztikak.
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Torténelem,
tarsadalmi és
allampolgari
ismeretek: torténelmi,
tarsadalmi témak
vizualis dbrazolasa
(tablazat, diagram).

Valoszintiségi valtozok, nevezetes eloszlasok.
Varhat6 érték.
Szoras.
Csebisev-egyenlbtlenség.
Markov-egyenl6tlenség.
Nagy szamok térvénye.
Matematikatorténet: Polya Gyorgy, Rényi Alfréd.

Informatika: véletlen
jelenségek
szamitogeépes
szimulacioja.

Kulcsfogalmak/

Modusz, median, atlag, szorddas, valdsziniiségi valtozo, eloszlas.

fogalmak
Tematikai egység/ Algebra. Orakeret
Fejlesztési cél Linearis algebra 15 ora

Elozetes tudas | Vektor, relacid, miivelet, miiveleti tulajdonsagok.

A tematikai egység | A vektor fogalmanak bdvitése, matrix ismerete, matrixmiiveletek

nevelési-fejlesztési | megismerése, alkalmazésa.
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Determinans.

Sarrus-szabaly.

Kifejtési tétel.

Determinénsra vonatkozo tételek.

Sor- ¢és oszlopvektorok, matrixok.

Vektorok és matrixok 0sszeadasa, szammal vald szorzasa.
Linearis kombinacio, linearis fliggdség, fliggetlenség.
Linearis vektortér, a vektortér bazisa.

Lineéris egyenletrendszerek.

A lineéris programozas elemei.

Matrixok inverze.

Kulcsfogalmak/ | Vektor, matrix, linearis egyenletrendszer, determinans.

fogalmak
Tematikai egység/ Algebra. Orakeret
Fejlesztési cél Komplex szamok 15 ora

Elozetes tudas

Trigonometriai ismeretek.

Valos szamok, és valos szamok korében végzett miiveletek.
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A tematikai egység | Szamhalmazok bdvitésének elvei.
nevelési-fejlesztési
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Szamhalmazok.
Szamhalmazok bévitésének sziikségessége a természetes
szamoktol a komplex szamokig.
Algebrai szamok, transzcendens szamok.
Komplex szdmok, komplex szamsik.
Miiveletek komplex szdmokkal.
Geometriai feladatok megoldéasa komplex szdmok alkalmazasaval.

Kulcsfogalmak/ | Komplex szamok, komplex szamsik.
fogalmak

Tematikai egység/ Szabadon valaszthato témakor Orakeret
Fejlesztési cél 15 dra
El6zetes tudas | A témakorhoz sziikséges tudas.

A tematikai egység | A témakornek megfelelden.

nevelési-fejlesztési

céljai
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A témakornek megfelelden.
Kulcsfogalmak/ | A témakor kulesfogalmai.
fogalmak

Temz.ltlkalre.gy§eg/ Rendszerezé dsszefoglalas Orak,eret

Fejlesztési cél 86 ora

Elozetes tudas | A 4 év matematika-tananyaga.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Felkészités a fels6foku oktatasra.

Ismeretek rendszerezése, alkalmazasa az egyes témakorokben.
Felkészités az emelt szintli érettségire: az 6nallo rendszerzés,
lényegkiemelés, torténeti attekintés készségének kialakitasa,
alkalmazasi lehetdségek megtalalasa. Kapcesolatok keresése kiilonb6zo
témakorok kozott. Elemzokészség, kreativitas fejlesztése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Gondolkodasi médszerek
Halmazok, matematikai logika
Halmazok, megadési modjaik, részhalmaz, kiegészitd halmaz.
Halmazok kozotti miiveletek.
Végtelen halmazok elmélete; szamossagok.
Allitasok, logikai értékiik.

Filozdfia: gondolati
rendszerek felépitése,
fejlodése.
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Negacio, konjunkcio, diszjunkcid, implikacid, ekvivalencia.
Univerzalis és egzisztencialis kvantor.
Kombinatorika, grafok, algoritmusok
Permutacio, variacio, kombinacio.
Binomialis tétel. Pascal-haromszog.
Elemi grafelméleti ismeretek.
Euler-féle poliédertétel.
A bizonyitasok fejlodése €s a bizonyitdsi modszerek valtozasa.
Nevezetes sejtések.

Algebra és szamelmélet

Miveletek kifejezésekkel
Algebrai kifejezések atalakitasai, nevezetes szorzatok.
A hatvanyozas azonossagai.

Matematikai fogalmak fejlédése, permanenciaelv.
Gyokos kifejezések atalakitasai.
Exponencialis és logaritmikus kifejezések atalakitasai.

Szamelmélet
Oszthatdsagi szabalyok. Szamolas maradékokkal.
Primszamok.

Oszthatdsagi feladatok megoldasa.

Egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek
Linearis ¢€s linedrisra visszavezethetd egyenletek,
egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek.
Maisodfoku és masodfokura visszavezetheto egyenletek,
egyenlbtlenségek, egyenletrendszerek.
Gyokos egyenletek, egyenldtlenségek.
Exponencialis €s logaritmikus egyenletek, egyenlétlenségek,
egyenletrendszerek.
Trigonometrikus egyenletek, egyenldtlenségek,
egyenletrendszerek.
Polinomok algebraja.
Paraméteres egyenletek, egyenlétlenségek

Komplex szdmok

Linearis algebra

Fizika; kemia:
szamitasi feladatok
megoldasa.

Geometria
Geometriai alapfogalmak
Térelemek kdcsonds helyzete, tdvolsaga, szoge.
Geometriai ponthalmazok, bizonyitasok
Nevezetes ponthalmazok.
Sikidomok, testek, tulajdonsagaik.
Elemi sik- és térgeometriai tételek.
Geometriai transzformaciok
Egybevagosagi és hasonlosagi transzformaciok, tulajdonsagaik.
Szerepiik a bizonyitasokban és a szerkesztésekben.
Vektorok, trigonometria, koordinatageometria
Vektor fogalma, miiveletek a vektorok korében.
Matematikai fogalmak fejlédésének kovetése.
Vektorfelbontas, vektorok koordinatai.
Hegyesszog szogfliggvényei. Szinusz- és koszinusztétel.

Miivészetek:
szimmetriak,
aranymetszes.

Informatika:
szamitogepes
geometriai programok
hasznalata.
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A haromszog hianyz6 adatainak kiszdmolasa.
Trigonometrikus azonossagok.
Az egyenes egyenletei, egyenletrendszere (sikban és térben).
A kor egyenletei.
A kupszeletek definicidja, egyenleteik.

Geometriai mértékek
A hosszusag és a szog mértékei. Kiszamolasi médjaik.
A kétoldali kozelités modszere. A teriilet fogalma és
kiszamitasi modjai.
A felszin és térfogat fogalma és kiszamitasi modjai.
Az integralszamitas felhaszndldsa ponthalmazok mértékének
kiszamitasahoz.

Fiiggvények, sorozatok, az analizis elemei
Fiiggvények
A fiiggvény fogalma.
Fliggvények rendszerezése a definialo kifejezés szerint:
konstans, lineéris, egészrész, tortrész, masodfoku, abszolut

érték, exponencialis, logaritmus, trigonometrikus fiiggvények.

Fliggvények rendszerezése tulajdonsagaik szerint.
Figgvénytranszformaciok.
Valos folyamatok elemzése fliggvénytani modellek szerint.
Sorozatok, sorok
A sorozat fogalma.
Szamtani, mértani sorozat.
Rekurzidéval megadott egyéb sorozatok.
Sorozatok monotonitasa, konvergenciaja.
A végtelen mértani sor.
Analizis
Fiiggvények korlatossaga és monotonitésa.
Fiiggvény hatérértéke, folytonossaga.
Differencialhdnyados, derivalt fliggvény.
Differencialisi szabalyok.
L’Hospital-szabaly.
Flggvényvizsgalat differencialas segitségével.
Sz¢lséérték-meghatarozasi modok.
A tanult fliggvények primitiv fliggvényei.
Integralasi médszerek.
A hatéarozott integral.
Newton-Leibniz-tétel.
A hatérozott integral alkalmazasai.
Improprius integral.

Informatika:
szamitogeépes
programok hasznalata
fiiggvények
abrazolasara,
vizsgalatara.

Fizika: Az analizis
alkalmazasai a
fizikaban. A
matematika és a fizika
kolcsonhatasa az
analizis modszereinek
kialakulasaban.

Valoszinliség-szamitas, statisztika
Statisztikai alapfogalmak: modus, median, atlag, szoras.
Eseményalgebra ¢és miiveleti tulajdonsagai. Teljes
eseményrendszer.
A matematika kiilonb6zd teriileteinek dszekapcsolésa.
Grafikonok, tablazatok, diagramok készitése €s olvasésa.
Valoszintiségi kisérletek, gyakorisag, relativ gyakorisag.
A val6szinliség kiszdmitasi modjai.

Informatika:
tablazatkezeld,
adatbazis-kezelo
program hasznalata.

Fizika: fizikai
jelenségek
valoszinliség-szamitasi
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Feltételes valosziniiség. modellje.

Mintavételi feladatok klasszikus modell alapjan.
Szerepiik a mindennapi életben.

A véletlen szabalyszerliségei, a nagy szdmok torvénye.
A kozvélemény-kutatas elemei.

Motivacios témakorok Informatika:
Néhany matematikatorténeti szemelvény. konyvtarhasznalat,
A matematikatorténet néhany érdekes problémajanak attekintése. |internethasznalat.

(P1. Rényi Alfréd: Dialogusok a matematikarol.)
Matematikusokkal kapcsolatos torténetek.
Matematika alapu jatékok.

Logikai feladvanyok, konstrukcios feladatok.

A matematika néhany filozofiai kérdése.

A matematika fejlddésének kiils6 és belsd hajtderdi.
Néhany megoldatlan és megoldhatatlan probléma.

A fejlesztés vart
eredményei a két
évfolyamos ciklus

végén

Gondolkodasi és megismerési modszerek

— Halmazok szdmossagaval kapcsolatos ismeretek attekintése.
— A kombinatorikai problémak rendszerezése.

- Bizonyitasi médszerek attekintése.

— A grafok eszkoz jellegli hasznalata probléma megoldasaban.

Szamelmélet, algebra

— A kiterjesztett gyok-, és hatvanyfogalom ismerete.

— A logaritmus fogalmanak ismerete.

— A gyok, a hatvany és a logaritmus azonossagainak alkalmazéasa
konkrét esetekben, probléma megoldésa céljabol.

- Exponencidlis és logaritmusos egyenletek megoldasa, ellendrzése.

— Trigonometrikus egyenletek megoldéasa, az azonossagok alkalmazasa,
az Osszes gyok megtalalasa.

- Egyenletek ekvivalenciajanak attekintése.

— A szamologép biztos hasznilata.

Geometria

— Vektorok a koordinata-rendszerben, helyvektor, vektorkoordinatak.

- Két vektor skalaris szorzata, vektorialis szorzata.

— Jartassdg a haromszogek segitségével megoldhato problémak 6nallo
kezelésében, szinusztétel, koszinusztétel alkalmazasa.

— A geometriai és algebrai ismeretek kdzotti kapcsoldodas elemeinek
ismerete: tavolsag, sz0g szamitasa a koordinata-rendszerben, kor,
egyenes, parabola egyenlete, geometriai feladatok algebrai megoldésa.

— Térbeli viszonyok, testek felismerése, geometriai modell készitése.

- Tévolsag, szog, keriilet, tertilet, felszin és térfogat kiszamitésa.

Fiiggvények, az analizis elemei

—- Exponencialis, logaritmus- és a trigonometrikus fliggvények
értelmezése, abrazolasa, jellemzése.

— Fiiggvénytranszformaciok.

35




~ Exponencialis folyamatok matematikai modellje.

~ A szamtani és a mértani sorozat. Rekurziv sorozatok.

— Pénziigyi alapfogalmak ismerete, pénziigyi szamitasok megértése,
reprodukalédsa, kamatos kamatszamitas elvégzése.

~ Sorozatok vizsgalata monotonités, korlatossag, hatarérték
szempontjabol. Véges €s végtelen sorok 0sszegzése.

—- A fliggvények vizsgalata, jellemzése elemi eszkdzokkel és
differencidlszamitas hasznalataval.

— Az integralszamitas hasznalata, gyakorlati alkalmazasa.

Valosziniiség, statisztika

— Statisztikai mutatok hasznilata adathalmaz elemzésében.

— A valdsziniiség matematikai fogalma, klasszikus kiszamitasi modja.
— Mintavétel és valoszinliség kapcsolata, alkalmazésa.
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MATEMATIKA

7-12. évfolyam, specialis tagozat

Az 50 éve eredményesen (az els6 30 évben négy évfolyamos, az utdbbi 20 évben mar hat
¢vfolyamos formaban is) miikddo specialis matematika tagozatok tantervének atalakitasa két
okbdl indokolt. Az egyik: a matematikatudomany ¢és a természettudomanyok fejlodése soran
felmeriilé j problémak beemelése a kdzoktatasba. A masik: az 0j (elsésorban informatikai)
eszk0z0k alkalmazasanak beépitése a tanitas-tanulds folyamataba.

A specialis matematika tagozatos tanterve tobb cél egyiittes megvalosulasanak szem
eldtt tartasaval késziilt.

Egyrészt a matematika torténeti fejlodésének, ezzel egyiitt nyitottsdganak bemutatasa
abbol a célbdl, hogy a didkok egy-egy probléma megolddsa soran batran alkalmazzak a tanult
eszkozoket, képesek legyenek 1) Osszefliggések felismerésére, nyitottak az 1j, altaluk
ismeretlen eszkdzok €s modszerek befogadasara. Kozépiskolai tanulméanyaik befejeztével
motivaltak legyenek a tanultak széleskorli alkalmazasara, a megoldatlan problémak
megoldasanak kutatasara. Masrészt cél a matematika ,kiilonallo” részteriiletei (pl. algebra,
szamelmélet, geometria, analizis) kozotti belsé dsszefliggések felismertetése, azok egységben
kezelése, valamint a természettudomanyok matematikai alapjainak tudatositasa,
elsajatittatasa.

A specialis matematika tagozaton — a f0 célok megvaldsitdsa érdekében —
elengedhetetlen a definiciok pontos ismerete, a tételek bizonyitdsa, az ehhez sziikséges
modszerek elsajatittatasa.

A tanterv Osszeallitasanak legnehezebb eleme annak eldontése, hogy mely ismeretek
atadasa ,,hagyhato ki’ anélkiil, hogy az egységben lattatas ne sériiljon, a tanulok késObbi
tanulmanyai és munkija soran végzendd alkotomunka megalapozasa teljes mértékben
megtorténjen.

A specialis matematika tagozaton tanitd tandroknak éppligy, mint a kozoktatas
barmely mas teriiletén dolgozoknak, mindenek eldtt az életkori sajatossagok szem elott
tartasa a modszertani alapelviik. A kozépiskolai tanulmanyok hat éve alatt minden évben
annyit és csak annyit szabad megtanitani, amennyit a didk teljes mértékben meg tud érteni, be
tud épiteni a gondolkodasaba. A matematikatanitas célja az alkoto gondolkoddasra nevelés. El
kell érni, hogy a didkok meg tudjak fogalmazni kérdéseiket, a felvetddott problémakra adott
valaszaikat, képesek legyenek gondolataikbol és a tanult ismeretekbdl tiszta, pontos logikai
lancot alkotva bizonyitani, cafolni, (1j problémakat felvetni. A rendelkezésre allo idokeret
meghataroz6 hanyadat a gyakorlas, az alkalmazas kell, hogy kitoltse.

A specialis matematika tagozat egyik megkiilonboztetd erénye mas matematikatanitasi
formakkal szemben a tanorakra tervezett, kozésségben, azaz osztaly/csoportkeretben téorténd
tehetséggondozas. A didkokat képessé kell tenni arra, hogy tarsaiktol tanuljanak, tarsaikkal
egylittmiikddve sokszorozzdk meg tudasukat, a tanorak minden perce értékes, €pitd, gazdagito
munkdval teljen valamennyi didk szamdra; a differencialt feladatkitlizés és a frontalis munka
optimalis aranyainak megvalasztdsaval.

A tiirelem, az egyiittmiikodés, ,,a szakmai vita”, ezzel a tévedés joganak biztositasa, az
elmélyiilt ©6nalld tevékenység ¢és a kozds munka optimalis ardnydnak megtaldldsa a
legfontosabb modszertani elemek.

A specialis matematika tagozaton a hagyomanyos eszk6zok (tankdnyvek, példatarak)
tovabbra is meghatarozé jelentéséggel birnak. Az informatikai eszkozok elsdsorban
segédeszkozok, amelyek a szemléltetést segitik és kibdvitik az ismeretek alkalmazasanak
korét. Az eszkdzok haszndlatdnak magas szintli ismerete sziikséges. Oncéli alkalmazéasuk a
tanitas folyamatdban a specialis matematika tagozaton kontraproduktiv lehet. (Elvonhatja a
figyelmet a problémafelismeréstdl, félrevezetheti a didkot a gondolkodasi folyamat hosszat és
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Iépéseit illetden.) Masrészrél viszont a modern matematika tanitasanak nélkiilozhetetlen
eszkozei, amelyek nélkiill az alkalmazasképes tudas ¢és a késobbi alkotomunka
elképzelhetetlen. A tanar feladata a helyes aranyok megtalalasa.

7-8. évfolyam

Az Uj iskolatipus lehetdséget nyujt arra, hogy pozitiv motivacidval hozzasegitsiink minden
tanul6t a matematikai gondolkodas oromének megismeréséhez. Tizenhdrom éves kort6l a
tanulok mindinkabb altalanositd elképzelésekben, elvont konstrukcidkban gondolkoznak.
Elméleteket gyartanak, dsszefliggéseket keresnek, probaljak értelmezni a vilagot. Az iskolai
tanitas csak akkor lehet eredményes, ha alkalmazkodik ezekhez a valtozasokhoz, illetve
igyekszik azokat felhaszndlva fejleszteni a tanulokat. A matematika kivaldoan alkalmas arra,
hogy a rendszerezd képességet és hajlamot fejlessze. Ebben a két évfolyamban mindinkabb
sziikséges matematikai szovegeket értelmezni és alkotni. Segitsiik, hogy a tanulok a
problémamegoldasaik részeként tobbféle forrasbol legyenek képesek ismereteket szerezni.

Ebben a korban a tanitdsban mar meg kell jelennie az elvonatkoztatds €s az
absztrakcids készség felhasznalasanak, fejlesztésének. A matematika tanitasaban itt jelenik
meg a konkrét szamok betlikkel valo helyettesitése, a tapasztalatok altalanos megfogalmazasa.
Ezekben az évfolyamokban mar komoly hangsulyt kell helyezniink arra, hogy a megsejtett
Osszefliggések bizonyitdsanak igénye is kialakuljon. A definicidkat és a tételeket mind inkabb
meg kell tudni kiilonboztetni, azokat helyesen kimondani, problémamegolddsban mind
tobbszor alkalmazni. A mindennapi ¢€let és a matematika (korosztalynak megfeleld)
allitasainak igaz vagy hamis voltat el kell tudni donteni. A feladatok megoldasa soran
fokozatosan kialakul az adatok, feltételek adott feladat megoldasahoz vald sziikségessége €s
clégségessége eldontésének képessége. A tanitds része, hogy a feladatmegoldas el6tt mind
gyakrabban tervek, vazlatotok késziiljenek, majd ezek koziil valasszuk ki a legjobbat.
Esetenként jarjunk be tobb utat a megoldas soran, €s ennek alapjan gondoljuk végig, hogy
létezik-e legjobb Ut, vagy ennek eldontése csak bizonyos szempontok rogzitése esetén
lehetséges. A feladatmegoldasok soran lehetdséget kell teremteni arra, hogy esetenként a
terveket és a munka szervezését a feladatmegoldas kozben a tapasztalatoknak megfeleléen
modositani lehessen. Egyes feladatok esetén sziikséges altalanosabb eljarasi modokat,
algoritmusokat keresni.

A matematika egyes teriiletei mas-mas modon adnak lehetdséget ebben az életkorban
az egyes kompetenciak fejlesztésére. A kiillonb6z0 matematikatanitdsi modszerek minden
tananyagrészben segithetik a megfeleld onismeret, a helyes énkép kialakitasat.

A tananyaghoz kapcsolédd matematikatorténeti érdekességek hozzasegitenek az
egyetemes kultira, a magyar tudomanytorténet megismeréséhez. A gyakorlati élethez
kapcsolodo szoveges feladatok segitik a gazdasagi nevelést, a kornyezettudatos életvitelt, az
egészséges ¢letmod kialakitdsat. A definiciok megtanuldsa fejleszti a memoridt, a szaknyelv
preciz haszndlatira 0Osztondz. A geometriai ismeretek elsajatitasa kozben a tanulok
térszemlélete fejlodik, megtanuljak az esztétikus, pontos munkavégzést. A halmazszemlélet
alakitdsa és fejlesztése a rendszerezO-képességet erdsiti. Az egyes tematikus egységekre
javasolt oraszamokat a tdblazatok tartalmazzak. Ezenkiviil szdmonkérésre 10 oOrat és
ismétlésre, rendszerezésre 20 orat terveztiink.

A kiegészitd anyagot szogletes zdrdjelbe tettiik.
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Tematikai egység/

Fejlesztési cél Halmazok

Orakeret
15 ora

Elozetes tudas

Adott tulajdonsagu elemek halmazba rendezése. Halmazba tartozo
elemek kozos tulajdonsagainak felismerése, megnevezése. Annak
eldontése, hogy egy elem beletartozik-e egy adott halmazba.

- , | Ismeretek tudatos memorizalasa, felidézése.
A tematikai egység

nevelési-fejlesztési

ysos interaktiv hasznalatanak fejlesztése.
céljai

A megtanulést segitd eszkozok és modszerek megismerése, értelmes,

A rendszerezést segitd eszk6zok és algoritmusok megismerése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A halmazalgebra elemi fogalmai és miiveletei konkrét
szamhalmazokon és ponthalmazokon, valamint egyszerli geometriai
alakzatokon.

Halmaz, elem, részhalmaz; halmazok unidja, metszete, kiillonbsége
(konkrét esetekben); szogfelez0; szakaszfelezO merdleges (sikban és
térben); korvonal, korlap, gdmbfeliilet, gombtest.

Halmazok szemléltetése Venn-diagrammon; geometriai alakzatok
(pl. négyszogek) osztalyozasa tulajdonsagaik alapjan; egész szdmok
osztalyozasa oszthatosagi tulajdonsagaik alapjan.

Egyszerii tavolsagkorlatozassal megadott ponthalmazok megkeresése
a sikon és a térben.

Miiveletek halmazokkal.

Részhalmaz: uni6, metszet, kiilonbség, szimmetrikus differencia,
komplementer halmaz. Ellipszis, parabola, hiperbola mint sikbeli
ponthalmazok.

A szitaformula a legegyszeriibb esetekben (2 és 3 halmazra).

A halmazmiiveletek hasznalata feladatok megoldésanal. Sikon és
térben egyszeriibb tavolsagkorlatozassal megadott ponthalmazok
jellemzése (koordinata-rendszerben is).

PI. | x| <|y|, Ix|<|z] tipustl halmazok jellemzése a térben.

Informatika:
konyvtarszerkezet a
szamitogépen.

Magyar nyelv és
irodalom: szovegértés,
szovegértelmezes;
lényegkiemelés
fejlesztése.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Halmaz, elem, részhalmaz; unid, metszet.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Logika

Orakeret
15 ora

Elozetes tudas cldéntése.

Igaz és hamis allitdsok megfogalmazasa.

A véltozas értelmezése egyszerli matematikai tartalmu szovegben.
Tobb, kevesebb, ugyanannyi fogalma. Allitdsok igazsagtartalméanak

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

(szobeli érvelés, szemléletes indoklas).

Szobeli és irasbeli kifejezOkészség fejlesztése, a matematikai szaknyelv
pontos haszndlata. Sajat gondolatok megeértetésére valo torekvés

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

Allitdsok 6sszekapcsolasanak értelmezése egyszerii esetekben;

Magyar nyelv és
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egyszeriibb kdvetkeztetések ellendrzése.

A, Vv, — hasznalata roviditésként.

Allitasok tagadasa, kijelentések kozotti ,€s”, ,,vagy” kapcsolatok
felismerése; egyszerli kovetkeztetések helyességének vizsgalata.
Osszetett allitasok elemzése, értelmezése; kovetkeztetések;
bizonyitasok.

A ,,minden” és a ,,van olyan” kvantorok hasznalata roviditésként.
Osszetett allitasok tagadasa.

Ekvivalens allitasok szerkezetének elemzése; allitasok tagaddsanak
megfogalmazasa, értelmezése; a De Morgan-szabalyok konkrét
esetekben.

Olyan példak bemutatasa, amikor egy allitds cafolatahoz elég egy
ellenpélda, olyanoké, amikor az 4llitas bizonyitasdhoz minden esetet
vegig kell vizsgalni. Példdkon keresztiil tisztazni a minimum ¢€s az
also becslés kozti kiilonbséget. Indirekt bizonyitasok konkrét
példakon.

irodalom: a Iényeges
és lényegtelen
megkiilonboztetése.

Fizika, kémia;
biologia-egészségtan;
foldrajz; technika,
életvitel és gyakorlat:
szovegelemzgs,
értelmezés, leforditas a
matematika nyelvére.

Kulcsfogalmak/

fogalmak ellenpélda.

Allitasok, A, v, —, ,,minden”, ,,van olyan”, allitas bizonyitasa, példa,

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Szamelmélet

Orakeret
42 ora

Elozetes tudas Osztando, 0sztd, hanyados.
Tobbszoros fogalma.

Alapmiiveletek raciondlis szdmokkal irasban.

Racionalis szamkor. Szamok irasa, olvasasa, 6sszehasonlitasa,
abrazolasa szamegyenesen. Miiveletek racionalis szamokkal.

A tematikai egység | tervezése, szervezése, megosztasa.
nevelési-fejlesztési

céljai feleldsségvallalas erdsitése.

kapcsolat tudatositasa.

Az egyiittmiikddéshez sziikséges képességek fejlesztése paros €s kis
csoportos tevékenykedtetés, feladatmegoldas soran — a munka

Az ellendrzés, onellendrzés iranti igény, az eredményért valo

A matematikai ismeretek €s a mindennapi €let torténései kozotti

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Szamelméleti ismeretek dsszefoglalasa. Az oszthatosag elemi
tulajdonsagai az egész szdmok korében; primszamok és egyszerii
tulajdonsagaik; legnagyobb kozds 0szto €s legkisebb kozos
tobbszoros; az egész kitevdjli hatvanyozas.

Természetes szdmok; egész szamok; oszthatosag; primszdmok és
Osszetett szamok; L.n.k.o. és Lk.k.t.; négyzet és kdbszamok; az egész
kitevdjii hatvanyozas. A normalalak.

Oszthatosagi szabalyok (2-vel, 5-tel, 3-mal, 9-cel, 11-gyel); a
szamelmélet alaptételének kimondasa (bizonyitas nélkiil); a
hatvanyozas azonossagai konkrét esetekben.

Primszamok keresése eratoszthenészi szitaval; pozitiv egész szamok

Fizika; kemia;
biologia-egészségtan,
foldrajz: szamitasos
feladatok.

Kémia: az
anyagmennyiség
mértékegysége (a mol).
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primtényez0s felbontasa és alkalmazasa l.n.k.o. és 1.k.k.t.
meghatarozasara. Miiveletek egész kitevjii hatvanyokkal. Egész
szamok hanyadosanak atalakitasa periodikus tizedes tortté. Tizes
szamrendszerben felirt szam atalakitdsa mas alapu szamrendszerbe
és viszont.

Oszthatosagi feladatok megoldésa a tanult eszkdzokkel; a
hatvanyazonossagok felhasznalasa egyszeriibb feladatokban; biztos
szamolasi készség tortekkel; zsebszamologép hasznalata 3 vagy
tobbjegyli szamok primtényezds felbontasahoz, illetve annak
eldontéséhez, hogy az adott szam prim-e.

Oszthatdsagi vizsgalatok; egyszerli szamelméleti fliggvények; a
szamelméleti fogalmak és modszerek el0készitése feladatokkal.
Az osztok szama (a d(n) fliggvény), a 2. és 7 jelek hasznalata.
Relativ prim szamok.

aln és b|n-bél abl n csak relativ primekre kovetkezik, altalaban

[a,b]|n ; valamint: \/E’\/ﬁ irracionalis [t6bb bizonyitas]. A primek
szama végtelen. p/q mikor véges, mikor végtelen tizedes tort.

Az euklideszi algoritmus alkalmazasa két szam L.n.k.o.-janak
megkeresésére konkrét esetekben. Miiveletek (osztéasi)
maradékokkal.

d(n) = k alakt egyenletek megoldasa. ax + by = ¢ megoldasa konkrét
esetekben; konkrét esetekben n alapt szamrendszerbenn, n-1, n+ 1
osztdival vald oszthatosagi szabalyok.

Torténeti érdekességek a szamelmélettel kapcsolatban.

Kulcsfogalmak/ | Oszthatdsag; primszam, Gsszetett szam, maradék, euklideszi algoritmus,

fogalmak l.n.k.o. és L.k.k.t, oszthatosagi szabaly.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Algebra

Orakeret
48 ora

Ellentett, abszolut érték, reciprok.

Elozetes tudas | megoldasa kovetkeztetéssel, egyenes ardnyossag.
Alapmiiveletek racionalis szdmokkal irasban.

Szboveges feladatok megoldasa.
A sz4zalékszamitas alapjai.

Racionalis szamkor. Szamok irasa, olvasasa, 6sszehasonlitasa,
abrazolasa szamegyenesen. Miiveletek racionalis szamokkal.

Mérés, mértékegységek hasznalata, atvaltas egyszeri esetekben.

A mindennapi életben felmeriild egyszerii aranyossagi feladatok

A zardjelek, a miiveleti sorrend biztos alkalmazasa. Helyes €s értelmes
kerekités, az eredmények becslése, a becslés hasznalata ellendrzésre is.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A matematikai ismeretek és a mindennapi élet torténései kdzotti
kapcsolat tudatositasa. Szavakban megfogalmazott helyzet, torténés
matematizalasa; matematikai modellek valasztasa, keresése, készitése,
értelmezése adott szituadciokhoz. Konkrét matematikai modellek
értelmezése a modellnek megfeleld szoveges feladat alkotasaval.

A szabvanyos mértékegységekhez tartozd6 mennyiségek és
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tervezeése, szervezeése, megosztasa.

felelosségvallalas erdsitése.

tobbszoroseik, tortrészeik képzeletben valo felidézése.
Az egyiittmiikodéshez sziikséges képességek fejlesztése paros és kis
csoportos tevékenykedtetés, feladatmegoldas soran — a munka

Az ellendrzés, onellendrzés iranti igény, az eredményért valo

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Az algebrai ismeretek ismétlése; a betlik célszerti hasznalatanak, az
algebrai kifejezésekkel vald szamolas gyakorlasa egyszeri
azonossagok, egyenletek és egyenldtlenségek megoldasaban.
Egyenes és forditott aranyossag; szadzaléklab, szazalekérték.
Meérlegelv.

Zarojelfelbontas, disztributivitas, (ab)?, (a + b)(a - b), (a + b)?
atalakitasa. Ut-id6-sebesség Osszefliggések.

Szamolas algebrai egész kifejezésekkel: zarojelfelbontas,
disztributivitas, dsszevonds; egyenletek, egyenldtlenségek megoldéasa
mérlegelvvel.

Szoveggel megadott egyszerlibb feladatok leforditdsa az algebra
nyelvére, egyenletek felallitasa.

Aranyossaggal és szazalékszamitassal, algebrai atalakitasokkal
megoldhato szoveges feladatok.

Egyszeriibb keverési feladatok, mozgéasos feladatok.

Egyszerii nevezetes algebrai azonossagok.

A biztos algebrai készség megalapozésa. A szamfogalom bdvitése.
Teljes négyzet. Teljes kob. Nevezetes azonossagok, szorzatta
alakitas és ennek szerepe egyenletek megoldasaban.

A négyzetgyok fogalma, irracionalis szamok, két szam szamtani,
mértani, harmonikus és négyzetes kdzepe.

a’-b% ad b a*- b* a®+ b® szorzatta alakitasa; teljes négyzet és
teljes kob.

A hatvanyozas azonossagai egész kitevore; a négyzetgyokvonas
azonossagai. A megismert kdzepek kozti egyenltlenségek.
Algebrai tortekkel valo szdmolas begyakorldsa; teljes négyzet és kob
felismerése; a megismert azonossagok alkalmazésa oszthatdsagi
feladatokban, az egyenlétlenségek alkalmazasa szélséérték
feladatokban, linedris kétismeretlenes egyenletrendszerek
megoldésa.

9-cel, 11-gyel valo oszthatosagi szabaly bizonyitasa; X + 1 /X > 2, ha
X >0 ; szOveges szélsdérték-feladatok megoldasa a tanult

egyenlStlenségekkel; az x* , 1/x (x > 0), Jx fliggvények gyenge
konvexitasdnak bizonyitasa.

Fizika: osszefliggések
megfogalmazasa,
leirasa a matematika
nyelvén.

Fizika, kémia;
biologia-egészségtan,
foldrajz: szamitasos
feladatok.

Kémia: az
anyagmennyiség
mértékegysége (a mol).

Foldrajz: termelési
statisztikai adatok.

Kulcsfogalmak/
fogalmak négyzet.

Egyenlet, egyenldtlenség.

Egyenes ¢és forditott aranyossag; szazaléklab, szazalékérték. Mérlegelv.
Algebrai atalakitas, négyzetgyok, nevezetes algebrai azonossag, teljes
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Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

Geometria 58 6ra

Elozetes tudas

Pont, vonal, egyenes, félegyenes, szakasz, sik, szogtartomany.
Haromszogek, csoportositasuk. Négyszogek, specidlis négyszogek
(trapéz, paralelogramma, deltoid). Kor és részei. Adott feltételeknek
megfeleld ponthalmazok. Haromszog, négyszog belsd és kiilsd
szogeinek Osszegére vonatkozo ismeretek.

Téglatest tulajdonsagai.

Tengelyesen szimmetrikus alakzatok. Egyszerti alakzatok tengelyes
tilkorképének megszerkesztése.

Két pont, pont és egyenes tavolsaga, két egyenes tavolsaga.
Szakaszfelezés, szogfelezés, szogmasolas. Merdleges és parhuzamos
egyenesek szerkesztése. Nevezetes szogek szerkesztése.
Szerkesztési eszk0z0k hasznalata.

Koordinata-rendszer megismerése, pont abrazolasa, adott pont
koordinatainak a leolvasésa.

A téglalap és a deltoid kertiletének és teriiletének kiszamitésa.

A téglatest felszinének és térfogatanak a kiszamitésa.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Rendszerez0 készség fejlesztése.

A mindennapi élethez kapcsolddo egyszerli geometriai szamitasok
elvégzésének fejlesztése. A gyakorlatban eléforduld geometriai
ismereteket igényld problémak megoldasara valo képesség fejlesztése.
Statikus helyzetek, képek, targyak megfigyelése. Geometriai
transzformaciokban megfigyelt megmaradoé és valtozo tulajdonsagok
tudatositésa.

Képzeletben torténd mozgatas: atdarabolas elképzelése, testhalo
Osszehajtasanak, szétvagasanak elképzelése.

A pontos munkavégzes igényének fejlesztése.

A problémamegoldas Iépéseinek megismertetése (szerkesztésnél:
vazlatrajz, adatfelvétel, a szerkesztés menete, szerkesztés, diszkusszio).
Az egyiittmiikdéshez sziikséges képességek fejlesztése paros €s kis
csoportos tevékenykedtetés, feladatmegoldéds soran — a munka tervezése,

készség, tolerancia.

szervezése, megosztasa; kezdeményezokészség, egylittmiikodési

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A geometria tanult fogalmainak atismétlése, els ismerkedés az
egybevagosagi transzformaciokkal és a kdzéppontos hasonlosaggal.
A hiromszog és a sokszog szogei.

Pont, egyenes, sik, tér, parhuzamossag, merdlegesség; a szdg,
haromszdg és sokszog kiilsd és belsd szogei; haromszogek
egybevagdsaga; a kor, kozéppontja, sugara, atmérdje, hurja, érintdje,
szeldje; a haromszog koré irt kor, a haromszogbe irt kor. Téglalap,
haromszdg, paralelogramma teriilete. Tengelyes és kozéppontos
tiikkr6zés, forgatas, eltolds; konkrét alakzatok kdozéppontos
kicsinyitése, nagyitasa.

A szakaszfelezd merdleges (egyenes, ill. sik) mint ponthalmaz
(mértani hely); egyszerii tengelyesen szimmetrikus alakzatok

Technika, életvitel és
gyakorlat: a
hétkdznapi problémak
teriilettel kapcsolatos
szamitasai (lefedések,
szabaszat, foldmérés);
miiszaki rajz készitése.

Vizualis kultura:
Pantheon, Colosseum.
Miivészeti alkotasok
megfigyelése a tanult
transzformaciok
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(egyenl6szaru haromszog, szabalyos sokszogek szimmetriatengelyei,
kor és gdbmb szimmetriatengelyei, ill. sikjai); a szogfelezok mint
ponthalmazok (mértani helyek). A haromszog oldalfelezo
merdlegesei egy pontban metszik egymast, a belsé szogfelezok egy
pontban metszik egymast. Hiromszog €s konvex sokszog szogeinek
Osszege, kiilso szogeinek Osszege. Téglalap, haromszog,
paralelogramma teriilete. Pitagorasz tétele (teriiletekkel); konvex
érinténégyszogek szemkozti oldalainak dsszege egyenld. Thalész
tétele.

A korzd és vonalz6 biztos hasznalata. Konkrét alakzatok tiikrozése
(egyenesre, pontra), eltolasa, elforgatasa, kozéppontos kicsinyitése,
nagyitasa; ezzel kapcsolatos egyszerli feladatok. Kertilet, tertilet,
felszin, térfogat kiszamitasa (sokszogek keriilete, haromszog,
négyszog teriilete, kocka, tégla, egyenes hasab felszine, térfogata).
Egyszerii szerkesztési €s bizonyitasi feladatok a tanult
transzformaciok alkalmazasara, pl. egyszerli geometriai sz€lséérték
feladatok (pl. legrovidebb 1t keresése); egybevagosagi feladatok;
haromszog- és négyszogszerkesztési feladatok; mértani helyes
szerkesztési feladatok; Pitagorasz tétellel kiszamolhat6 feladatok.
Az egybevagosagi transzformaciok és alkalmazasaik; az elemi
sikgeometria tovabbépitése. Parhuzamos szeldk tétele egész aranyra
[és racionalis aranyra]; kzéppontos hasonlosag egész aranyra.
Héaromszog és tetraéder nevezetes pontjai.

A haromszoghoz irt érintd korok; hdromszog és négyszog
kozépvonala, a haromszog magassagpontja, sulypontja. Tetraéder
sulypontja, koréirt €s beirt gombje [hozzairt gombjei].
Paralelepipedon. Csusztatva tiikrozés. Térelemek szoge. Euler-
egyenes.

segitségével.
Festmények, miivészeti
alkotasok egybevagd
geometriai alakzatai.

Magyar nyelv és
irodalom: szabatos
fogalmazas.

Vizualis kultura,
biologia-egészségtan:
kozéppontosan
szimmetrikus
alakzatok
megfigyelése,
vizsgalata a
természetben és a
mualkotasokban.

Torténelem, tarsadalmi
és allampolgari
ismeretek: Pitagorasz
¢s kora.

Haromszogben nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal, nagyobb
oldallal szemben nagyobb sz6g van. A haromszog két kiilso
szogfelezdje €s egy belsd szogfelezdje egy pontban metszi egymast.
A haromszog kozépvonalara, sulypontjara és magassagpontjara
vonatkoz6 tétel; az Euler-egyenes egyszeri tulajdonsagai. A
tetraédernek van sulypontja, koréirt, be- és hozzairt gombje; példa
olyan tetraéderre, amelynek nincs magassagpontja. Haromszog
hasonldsagainak alapesetei (bizonyitas nélkiil!).

Egybevagosagi transzformaciok és a megismert fogalmak, tételek
alkalmazasa egyszerii szerkesztési feladatokban; sikbeli és térbeli
szamitasos feladatokban. Szerkesztések diszkusszidja (hany
megoldés van, van-e mindig megoldas).

Két kor kozos érintdi, adott kort és egyenest érintd kor szerkesztése;
korlatozott eszkdzokkel valo szerkesztés (pl. ,,rozsdés korzd™ vagy
tocsa miatt elérhetetlen pont van, vagy a 1épésszam van korlatozva).
Példak arra, hogy a szerkesztési eljaras — ,,rosszul megadott” adatok
mellett - nem a kivant eredményre vezet, pl. beirt kor sugara, 3, b.
Tovébbi szogszamolasos feladatok és mas, pl. a Pitagorasz-tételt
hasznalo szamolasos feladatok.

Vizualis kultura,
biologia-egészségtan:
kozéppontosan
szimmetrikus
alakzatok
megfigyelése,
vizsgalata a
természetben és a
mualkotasokban.

Vizualis kultura:
festmények, miivészeti
alkotasok egybevagd
geometriai alakzatai.

Tortenelem, tarsadalmi
és allampolgari
ismeretek: Pitagorasz
és kora.

Kulcsfogalmak/

Geometriai transzformacio, tengelyes tiikrozés,
fogalmak

kdzéppontos  tiikkrozés,
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eltolas. Vektor. Egybevagosag.

Egyallasu szog, valtoszog, csiicsszog.
Belso és kiilso.

Pont, egyenes szakasz, sik, tér, test, alakzat.
Sokszog, kor. Erintd, szeld, hur, sugar, atméro.

szogfelezo.
A haromszog nevezetes korei.
Szerkesztés.

Kozéppontos szimmetria, paralelogramma, rombusz.

Hasab, henger, gula, kup, gdmb. Alaplap, alapél, oldallap, oldalél.

Héaromszog, kozépvonal, sulyvonal, sulypont, magassag, magassagpont,

Egybevagosag, hasonlosag, alakzatok egybevagosaga.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Analitikus geometria

Orakeret
24 ora

koordinatainak a leolvasasa.
Pont, egyenes, metszés.
Miiveletek racionalis szamokkal.
Ellentett, abszolut érték, reciprok.

Elozetes tudas

Koordinata-rendszer megismerése, pont abrazolasa, adott pont

A tematikai egység

nevelési-fejlesztési
céljai egylittmikodési készség, tolerancia.

A pontos munkavégzes igényének fejlesztése.

Az egyiittmiikddéshez sziikséges képességek fejlesztése paros és kis
csoportos tevékenykedtetés, feladatmegoldas soran — a munka
tervezése, szervezése, megosztasa; kezdeményezOkészség,

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Els6 ismerkedés a derékszogii koordinata-rendszerrel; egyenesek
abrazolasa.

Derékszogli koordinata-rendszer, origd, abszcissza, ordinata.
Helyvektor, vektor (szemléletesen).

Kapcsolat az egyenes ¢és a linearis kétismeretlenes egyenlet kozott.
Felezépont koordinatai.

Kicsinyités €s nagyitas az origdbol, mas pontokbdl (konkrét
alakzatok, konkrét példak). koordinataival adott pontok abrazolasa;
helyvektor, egyenes dbrazoldsa. Egyszerii ponthalmazok
meghatarozasa.

PI. x| +|y| <1; |x| >|y| 1<|x- y| <2 tipusu feltételekkel megadott
halmazok &brdzolasa.

Vektorokkal végzett alapmiiveletek és alkalmazasaik.

Vektorok dsszeadésa, kivondsa, szdmmal vald szorzasa, legfeljebb
négy pontbdl allé pontrendszer sulypontja. A sulypontba mutatod
vektor koordinatai. Vektor felbontésa adott irdnyl dsszetevokre.
Vektorok dsszeadasara és kivonasara vonatkozd alapazonossagok.
Sikvektor egyértelmil felbonthatdsaga két nem parhuzamos iranyu
vektor Osszegére; térvektorok egyértelmil felbonthatdsaga harom,
nem egy sikban Iév vektorral parhuzamos vektor dsszegére.

Foldrajz: tajékozodas
a térképen, a Foldon,;
sz¢élességi korok és
hosszusagi fokok.

Biologia-egészségtan:
mikroszkop.

Vizudlis kultura: valos
targyak aranyosan
kicsinyitett vagy
nagyitott rajza.

Fizika: az er6 fogalma,
felbontasa, erok
Osszege, kiilonbsége.
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Szamolas vektorokkal; a vektormiiveletek és a koordinatak
kapcsolata, vektor 90°-kal valo elforgatottjanak koordinatai;
vektorok alkalmazasa egyszerii bizonyitasi és szamitasos
feladatokban.

Vektorok és vektormiiveletek a fizikaban.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Egyenes abrazolasa. Vektor.

Derékszogl koordinata-rendszer, origd, abszcissza, ordinata.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Fiiggvények

Orakeret
48 ora

Elozetes tudas

Helymeghatarozas gyakorlati szituaciokban, konkrét esetekben.
Szamegyenes, szamintervallumok abrazolasa, leolvasdsa abrarol.
Pont koordinatainak ismerete Descartes-féle koordinata-rendszerben.
Sorozatok folytatdsa adott szabaly szerint, szabalyfelismerés.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

abrazolasaba, vizsgalataba.

Fluggvény-transzformaciok algebrai és geometriai megjelenitése.
Osszefiliggések, folyamatok megjelenitése matematikai formaban
(figgvénymodell), vizsgalat a grafikon alapjan. A vizsgalat
szempontjainak kialakitdsa. Szamitogép bevonasa a fliggvények

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A fliggvényfogalom megalapozasa egyszert példak alapjan;
egyszeriibb fliggvények abrazolasa ¢és alkalmazasa egyenletek és

egyenl6tlenségek megoldasara.
Hozzéarendelés; értelmezési tartomany; képhalmaz; értékkészlet; a
linearis fliggvény, az abszolutérték-fliggvény,

az f(x) —>1 +b, x# 0 fuggvény.
X

Adott fliggvények abrazolasa a derékszogii koordinata-rendszerben;
egyszeriibb egyenletek, egyenldtlenségek grafikus megoldésa, a
megoldasok abrazolasa a szamegyenesen.

Egyenlotlenségek; szoveges feladatok grafikus megoldasa.

Tovabbi konkrét fliggvények vizsgalata, a fliggvénytranszformaciod
elokészitése és alkalmazdsa szélsdérték feladatok, egyenletek,
egyenldtlenségek grafikus megoldasara. Az analizis egyszerii
alapfogalmainak eldkészitése konkrét feladatokon és szemléltetése
példakkal.

X = (x+ b )2+ ¢, x> [x], x>{x}, X —sgn x, x— (ax + b)/(cx + d)
fiiggvények értelmezése, vizsgalata, beleértve a linearis tortfliggvény
atalakitasat is. A valds szam szemléletes fogalma. Fliggvényvizsgalat
konkrét példakon.

A megismert fiiggvények (példaul x—| x|, x = [X], x>{x},
X—sgn°(x)) szakadasi helyei; hol van cstcsa egy abszolitérték-
fiiggvény grafikonjanak, illetve két, harom ilyen fliggvény

Fizika; bioldgia-
egeszsegtan, kémia;
foldrajz:
fiiggvényekkel leirhato
folyamatok.

Informatika: Tantargyi
szimulacios programok
hasznalata.
Szamitdgépes program
az abrazolashoz.

Fizika: A sebesség és
az ut-id6 grafikon
kapcsolata; az
ellendllés és a
fesziiltség-aramerdsség
grafikon kapcsolata.

A gyorsulé mozgés ut-
id6 grafikonja.

Adott tavolsag esetén a
sebesség ¢és az ido,
adott tdmeg esetén a
stirliség ¢és a térfogat.

Technika, életvitel és
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0sszegébdl kapott fliggvény grafikonjanak; konkrét fliggvény
paritasa, korlatossaga, sz¢éls6értéke, periodikussaga, konvexitasa.
A valos szamok szemléletes fogalma.

A megismert fliggvények egyszeri, konkrét esetekben torténd
transzformacidival egyenletek, egyenlétlenségek grafikus
megoldasa. Szélséérték-feladatok megoldasa az x — (X + b)?+ ¢
alaku fiiggvény vizsgalataval.

A figgvényfogalom elmélyitése a természettudomanyos
tantargyakbol vett példakon; [x] x = a, (x + b)? = a tipust egyenletek
megoldasa.

Egyszeri kémiai, fizikai, foldrajzi példak fliggvényekre, ezek
szemléltetése. A fizikdbol és kémidbol vett konkrét fiiggvények
vizsgalata, szoveges feladatok megoldasa.

gyakorlat: valos
folyamatok a
mindennapi ¢letben.

Biologia-egészségtan;
fizika; kémia: mérési
eredmények
kiértékelése grafikonok
alapjan.

Kulcsfogalmak/

Fiiggvény. Ertelmezési tartomany, szélséértek, zérushely, ndvekedés,
fogyas, értékkészlet. Linearis fliggvény, linedris kapcsolat, meredekség.

fogalmak Abszolutérték-fliggvény, masodfoku fliggvény. Fiiggvény grafikonja.
Parités, korlatossag.
Tematikai egység/ Kombinatorika Orakeret
Fejlesztési cél 24 ora

Elozetes tudas

Elemek sorba rendezése, adott szempont szerinti kivalasztasa, graf
hasznalata egyszeri leszamolési feladatokban. Osszeszamlalas.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A kombinatorikai problémak felfedezése a hétk6znapi életben, modellek
alkalmazasa. A rendszerezo képesség, a figyelem fejlesztése. Grafok
segédeszkdzként valo hasznalata a gondolkodasban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A ,hozott” kombinatorikai ismeretek rendszerezése: 0sszeszamlalas,
skatulyaelv, szoveges feladatok.

Permutacio, n! (n > 0, n egész). A skatulyaelv. Leszamolas
fagrafokkal.

Sokszdg 4tloinak a szama; n egyenes hany részre osztja a sikot
n
k

részhalmazainak szama. A Pascal-haromszog legegyszeriibb

tulajdonsagai. [Pascal-hdromszdg sordsszege.] A Fibonacci-sorozat
legegyszerilibb tulajdonséagai.

(konkrét n-ekre), L J ; permutaciok szama. Véges halmaz

Leszamolasi feladatok megoldasa pl. fagraf segitségével; tudatos
leszamolasi modszerek kialakitasa.

Bonyolultabb skatulyaelves feladatok; leszamolasi feladatok;

Biologia-egészségtan:.
genetika.
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egyszeru feladatok, ahol pl. a sakktdbla szinezése segit; az
allapotfiiggvényt elokészitd egyszerii feladatok: invarianciaval (pl.

négyes maradék megmaraddsaval) bizonyithato feladatok; vegyes
feladatok (pl. sakktablan).

A kombinatorikus gondolkodas fejlesztése.
A teljes indukci6 elokészitése. Ismétléses permutacid, kombinacio.

n
LKJ kapcsolata a Pascal-haromszoggel.

Pascal-haromszog tulajdonsagai (folytatas); véges halmaz
részhalmazainak, paros és paratlan elemszamu részhalmazainak
szama (jabb bizonyitasok). A logikai szita 2, 3 halmazra. Egyszerti

- . ’ . " n . 4 rer
minimum- és maximumkereso feladatok. ij kiszamitasa.

Kombindacié. Fibonacci-sorozat tulajdonsagainak kombinatorikus
bizonyitasa. ,,Konyvtarfeladat™: paronként nemdiszjunkt
intervallumoknak van k6z06s pontja.

n
Egyszerli kombinatorikai jatékok. LkJ felhasznalasa feladatokban.

Egyszerii feladatok teljes indukciora. Tovabbi feladatok a
skatulyaelvre. Bonyolultabb leszamoldasi, szinezési feladatok. Olyan
(pl. kombinatorikus geometriai) feladatok, amelyeknek megoldasanal
hivatkozni kell arra, hogy végtelen sok lehetdség koziil egy véges
halmaz csak véges sok lehetdséget zar ki; vagy azt kell kihasznalni,
hogy valami egyesével valtozik (mindkettdre példa: mindig huzhat6
olyan egyenes, amelynek két oldalan n-n darab van adott 2n pont
kozil). ¢(n) kiszamolasa a szitaformulaval konkrét n = pg, n = pgr, n
= p2, n= p2q alaku szdmokra [¢€s altalaban]. Az allapotfiiggvényt
elokészitd tovabbi feladatok.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

jatek, szinezés.

Leszamlalas, teljes indukcio, permutacid, skatulyaelv, Pascal-haromszog,

n S . S
halmaz és részhalmaz, ij kiszamitasa, logikai szita, kombinatorikai

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Grafelmélet

Orakeret
20 ora

Elozetes tudas feladatmegoldédsban.

Sorba rendezési €s kivalasztasi feladatok, graf hasznalata

A tematikai egység | Kombinatorikai és grafelméleti modszerek alkalmazasa a matematika
nevelési-fejlesztési | kiilonbozo teriiletein, felfedezésiik a hétkdznapi problémakban. Grafok
céljai segédeszkozként vald haszndlata a gondolkodésban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A grafelmélet egyszerli alapfogalmai és a grafok felhasznalasa
feladatmegoldasokban.

Tobb tantargy: fogalmi
rendszerezéséhez
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Graf, csucs, él, pont fokszama, fa konkrét feladatokban. Euler-kor és
-ut konkrét feladatokban.

Fokszamok 0sszege paros; Euler-kor és -ut Iétezésének feltétele
(feladatokon keresztiil).

Permutéciok abrazolasa graffal; osztok faja; részhalmazok abrazolasa
binaris fakkal; leszdmolasi feladatok megoldasa fakkal.

Ismeretségre, rokonsagra vonatkozo (tehat graffal szemléltethetd)
egyszeru feladatok. Egyszerti Ramsey-tipusu feladatok konkrét, kis
szamokra (pl. ha egy 6 tagl tarsasag barmely 3 tagja koziil van 2, aki
ismeri egymast, akkor van a tarsasagban harmas ismeretség).

Euler-kor és -ut. Az alapfogalmak bovitése, 0j fogalmak
elokészitése.

Euler-vonal (kor és at). Ut, kor, sszefliggd graf, fa és favaz fogalma
konkrét feladatokon keresztiil. Iranyitott graf és [turnament
(kormérkdzes)] fogalma konkrét feladatokon keresztiil. A
komplementer graf. Paros graf és paros koriiljarasa graf.

Ramsey-tipusu tételek egyszerii esetekben (folytatas: pl. ha egy 9
tagu tarsasadg barmely 3 tagja koziil van 2, aki ismeri egymast, akkor
van négyes ismeretség). (Peldak, ahol a moho algoritmus mitkddik. )
Euler-kor és -ut 1étezésének sziikséges ¢€s elégséges feltétele. Ha
minden pont foka < k, akkor van k pontu 1t és kor. Paros kortiljarasa
graf szinezhetd két szinnel. [Turnamentben van pszeudogydztes
(p¢élda ,.tekintsiik a legnagyobbat” tipust bizonyitasra).]

Adott grafokban megfeleld tulajdonsagu utat, kort, sétat (pl. Euler-
utat, kort) keresni, [favazat keresni]; adott grafrol eldonteni, hogy
Osszefliggo-e.

hasznalhatok pl. a
fagrafok.

Kémia:
szénhidrogénekben
hidrogének szamanak
paritasa.

Kulcsfogalmak/ |Fagraf, korgraf, egyszeri graf, 6sszefliggd graf, teljes graf. Fokszam.
fogalmak Euler-kor és t. Iranyitott graf, turnament. Paros graf. Ramsey-tipusu tétel.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Algoritmusok

Orakeret
10 ora

Elézetes tudas Y . .
1épésszam fogalmanak ismerete.

Egyszeriibb matematikai jatékok kapcsan stratégia, nyeré helyzet,

A tematikai egység | Algoritmusok a matematika kiilonbo6z6 teriiletein, felfedezésiik a
nevelési-fejlesztési | hétkdznapi problémakban, jatékokban. Algoritmusok segédeszkdzként

céljai val6 hasznalata a gondolkodasban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

Ismerkedés az algoritmusokkal, elsdsorban konkrét matematikai
jatékokon és keresési feladatokon keresztiil.

,,Biztosan nyeriink”, ,,adott lépésszam mellett biztosan taladlunk”;
»nyerd helyzet”, ,,vesztd helyzet” fogalmanak kialakitdsa konkrét
jatékok példajan keresztiil; a ,,legrosszabb eset” jelentése (konkrét

Informatika:
programozasi nyelvek.
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példakon). Mit jelent a ,.kérdés” a keresési feladatokban (a kérdezett
halmazt nem kell pl. szemléletileg jellemezni). Jatékok szimmetridja
konkrét, egyszerii példakon. (Egyszertii invarianciaelves feladatok.)

n elemi halmazbol adott szam kivalasztdsa minimalis kérdéssel.

Egyszerl, szimmetrian alapul6 jatékok elemzése; mérések szamanak
minimalizalasaval kapcsolatos feladatok. A lehetséges ,kérdések”
tisztazasa.

Pl. 1-t61 40 grammig minden egész grammot mérni akarunk egy
kétkara mérlegen. Milyen sulyokat valasszunk, hogy a lehetd
legkevesebb szamu sulyra legyen sziikség.

Tovabbi jatékalgoritmusok, kivalasztasi és rendezési algoritmusok.

Kétszemélyes determinisztikus jatékok stratégiaja, ,,nyerd” és
,»vesztd” helyek konkrét jatékoknal. A ,,moho algoritmus” fogalma
konkrét példakon (mikor jogos, mikor nem). Allapotfiiggvény
elokészitése konkrét példakon.

n elemi rendezett halmaz legnagyobb, legkisebb elemének
kivalasztasa n -1 6sszehasonlitassal. n elemi halmaz rendezése
Osszefésiiléssel, beszurassal. Konkrét egyszerii példak, amikor a
,moho algoritmus” nem mukodik.

Hanoi tornyai; palacsintaforgatas (rendezni ugy, hogy mindig egy
adott szeletet forgathatok); 3, 4, [5] elem rendezése minimalis
Osszehasonlitassal. Kétszemélyes jatékok (nyerd, veszto
helyzeteinek) elemzése.

Szamitastechnikabol ismert algoritmusok matematikai ,,vizsgalata”.

Kulcsfogalmak/ | Algoritmus. Nyer6 stratégia. Kétszemélyes determinisztikus jaték.
fogalmak

Temsiltlkalre.gy§eg/ Valésziniiség-szamitas, statisztika Oralferet
Fejlesztési cél 20 ora

Valosziniiségi kisérletek elvégzése, elemzése. Tablazatok, diagramok

Elozetes tudas ] . .
olvasasa. Szazalékszamitas.

A vilag megismerése iranti igény erésitése. Valoszinliségi, statisztikai
szemlélet fejlesztése. Gyakorlottsag novelése adatok rendszerezésében,
kezelésében. Tapasztalatszerzés tijabb kisérletekkel, kiértékelés,
kovetkeztetések. Diagram készitése, olvasasa. Egyiittmiikodés
képességének fejlesztése.

Tablazat értelmezése, szamitogépes tablazatkezeld hasznalata az adatok
rendezésében, értékelésében. Az esély és a relativ gyakorisag
fogalmanak kialakitasa.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai
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Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

Els6 ismerkedés a valdszintiség fogalmaval; egyszert kisérletek,
jatékok elemzése kapcsan. Statisztikai adatok lejegyzése, grafikonok
olvasasa.

A valoszintiség szemléletes fogalma.

Kisérletek eredményének megfigyelése, az adatok lejegyzése és
értékelése; egyszert, példaul kockadobassal kapcsolatos jatékok
elemzése. A kisérleti adatok szemléltetése grafikonon.

A kombinatorikus médszerekkel megoldhato konkrét
valdszinliség-szamitasi feladatok egyszerii esetei. Atlag, median,
modusz.

Események; lehetetlen, biztos esemény; komplementer esemény.
Miiveletek események kozott (szemléletesen). Gyakorisag, relativ
gyakorisag. n szdm medidnja, atlaga. A valoszinliség intuitiv
fogalmanak megvilagitasa ,,meglepd” végeredményti, egyszerii
feladatokkal (pl. harom korong).

n szdm medianjdnak meghatarozasa.

P(A + B) =P(A) + P(B) - P(AB) konkrét feladatokban. Valosziniiségi
feladatok megoldasa komplementer esemény valosziniiségének
kiszamolasaval (pl. mennyi a valdsziniisége, hogy egy
autérendszamban szerepel 1-es). ,,Meglepd” eredményti feladatok
(pl. minek nagyobb a valosziniisége, hogy 7-et vagy hogy 6-ot
dobunk két kockaval; harom korong stb.). Kockadobassal,
pénzdobassal kapcsolatos egyszerii események valoszintiségének
meghatarozasa 0sszeszamlalassal, fagraf segitségével.

Egyszert statisztikai adatok elemzése, kovetkeztetések
megfogalmazasa (pl. betlistatisztika).

Informatika: az adatok
abrazolasara alkalmas
program; statisztikai
adatelemzés.

Biologia-egészségtan:
genetika.

Foldrajz: statisztikai
adatok jellemzése
(atlagos népstiriiség,
orszagok kiilonb6zo
szempont szerinti
rangsorai); statisztikai
évkonyv.

Tortenelem, tarsadalmi
és allampolgari
ismeretek: valasztasok.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Kockadobas, pénzfeldobas.

Adatsokasag, diagram, modusz, median, atlag. Gyakorisag, relativ
gyakorisag, esély. Valoszinliségi feladat, komplementer esemény.

Halmazok

Halmazok szemléltetése Venn-diagramon.
Miuveletek halmazokkal.

Ponthalmazok ismerete.

Szitaformula a legegyszeriibb esetekben.

A fejlesztés vart
eredményei a két
évfolyamos ciklus

végén

Logika
— Allitasok ¢sszekapcsolésanak értelmezése.
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— ,,Minden” és ,,van olyan” kvantorok hasznalata.
— Ekvivalens allitasok szerkezetének elemzése.

— Indirekt bizonyitasok konkrét példakon.

— ellenpélda, az Gsszes eset vizsgélata.

Szamelmélet
— Oszthatosag; primszamok ¢€s Osszetett szamok ismerete.
— Oszthat6sagi szabalyok hasznalata.
— Pozitiv egész szdmok primtényezds felbontasa és alkalmazésa.
— Oszthatosagi vizsgalatok végzése.
— Egyszerli szamelméleti fliggvények ismerete.
— Az euklideszi algoritmus alkalmazasa.
— Miveletek (osztasi) maradékokkal.

Algebra
— Szamolas algebrai egész kifejezésekkel.
— Szoveges feladatok megoldasa.
— Nevezetes algebrai azonossagok hasznalata.
— Algebrai tortekkel vald szamolas begyakorlasa.
— Linedris egyenletrendszerek megoldasa.

Geometria
— Haromszog nevezetes vonalainak ismerete.
— Thalész-tétel ismerete.
— Sikidomok teriiletének szamolasa.
— Egybevagdsagi transzformaciok és alkalmazasaik.
— A haromszog nevezetes koreinek ismerete.
— Korok érintdi, kozos érintok ismerete.

Analitikus geometria

— derékszogli koordinata-rendszer, origo, abszcissza, ordinata
ismerete.

— helyvektor, vektor (szemléletesen).

— vektorokkal végzett alapmiiveletek és alkalmazasaik.

— vektorok alkalmazésa egyszerli bizonyitasi s szamitasos
feladatokban.

— vektorok és vektormiiveletek a fizikaban.

Fiiggvények
— Fiiggvények jellemzése: Ertelmezési tartomany, szélsérték,
zérushely, ndvekedés, fogyas, értékkészlet.
— Linearis fliggvények, linedris kapcsolatok, meredekség ismerete.
— Abszolutérték-fliggvények, masodfoku fliggvények ismerete.
— Fliggvény grafikonjanak abrazolasa.
— Parités, korlatossdg meghatarozasa.

Kombinatorika
— Leszamlalasok végzése.
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Teljes indukci6 alkalmazésa kiilonb6z6 bizonyitdsok kapcsan.
Permutacio, -skatulyaelv ismerete.

Pascal-haromszog ismerete, halmazok és részhalmazaik
megadasa, szamuk meghatarozasa.

Logikai szita ismerete ¢s alkalmazasa.

Egyszerli kombinatorikai jatékok ismerete.

Szinezések alkalmazasa.

Fagraf, korgraf, egyszert graf, 0sszefliggd graf, teljes graf
fogalmanak ismerete.

Fokszdm meghatérozasa.

Euler-kor és ut fogalma, keresése.

Iranyitott graf, turnament fogalma konkrét feledatokon keresztiil.
Paros grafok ismerete.

Ramsey-tipusu tételek kimondasa, alkalmazasa egyszerii
esetekben.

Algoritmusok

Valoszi

Algoritmusok ismerete.

Nyerd stratégia fogalma, megadéasa konkrét jatékok kapcsan.
Kétszemélyes determinisztikus jatékok kiprobalasa, megismerése.
Informatikdbo6l ismert algoritmusok matematika elemzése.

niiség-szamitas, statisztika

Statisztikai mutatok hasznalata adathalmaz elemzésében.

A valészintiség matematikai fogalma, klasszikus kiszdmitasi
modjanak alkalmazésa.

Mintavétel és valdszinliség kapcsolata, alkalmazasa.
Adatsokasag abrazolasa diagramon, modusz, median, atlag
kiszamitasa.

Gyakorisag, relativ gyakorisag, esély fogalmanak ismerete.

Valoszintiségi feladatok megoldasa, komplementer esemény
fogalmanak ismerete.
Kockadobas, pénzfeldobas - feladatmegoldas.

9-10. évfolyam

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

Halmazok 15 éra

Elozetes tudas

Csoportositas kiilonbz6é szempontok alapjan. Halmazmiiveletek véges
halmazokon. Halmazabra. Részhalmaz. Szdmhalmazok, ponthalmazok.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A halmaz fogalméanak mélyitése, alkalmazéasa problémamegoldasra.
Ismerkedés a végtelen halmazokkal, a halmazmiiveletek
tulajdonsagaival, a halmazalgebraval. Tobb szempont alkalmazéasaval a
megosztott figyelem fejlesztése. Definiciok, jelolések hasznalata soran
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az emlékezet fejlesztése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

Korabbi ismeretek felhasznalasa, a tanult jelolések alkalmazasa,
felfrissitése. Halmaz megadési modjai, egy elem csak egyszer
szerepel egy halmazban. Halmazok azonossaga, lires halmaz, n
elemil halmaz részhalmazainak a szdma.

Informatika:
adatbazis-kezelés,
adatallomanyok,
adatok sziirése
kiilonb6z6 szempontok
szerint.

Halmazok szamossaga.

Véges ¢és végtelen halmazok, megszdmlalhato, nem megszamlalhat6
halmazok. ,, Tetszélegesen sok” és ,,végtelen sok” kozti kiilonbség. A
megszamlalhatdan végtelen. Minden végtelen halmaznak van
megszamlalhatoan végtelen részhalmaza. A valos szamok halmaza
nem megszamlalhato. Az n-edfokl egész-, raciondlis egylitthatos
polinomok stb. halmaza megszdmlalhat6.

A tetszOlegesen nagy ¢€s végtelen kozti kiilonbségtétel elsajatitasa.
Példak adott tulajdonsagu tetszolegesen nagy részhalmazra, amikor
van és amikor nincs ugyanilyen tulajdonsagu végtelen részhalmaz.
(PL van tetsz6legesen nagy ,,hézag” a primek kozt, de végtelen nagy
hézag nem lehet. Masrészt: nemcsak tetszdlegesen sok, hanem
végtelen sok prim van. Van tetszélegesen nagy egész, de nincs
végtelen nagy stb.)

Matematikatorténet. Georg Cantor. Russel-paradoxon.

Magyar nyelv és
irodalom: mondatok,
szavak, hangok
rendszerezése.

Filozofia: végtelen.

Halmazmiveletek: unioképzés, metszetképzes, kiillonbségképzés,

Bioldgia-egészségtan:

szimmetrikus differencia, komplementer halmaz. Tulajdonsagaik: rendszertan.
kommutativitas, asszociativitas, disztributivitas.

Halmazmiiveletek alkalmazasa tobb halmazra. Megszamlalhato sok
megszamlalhato halmaz uni6ja is megszamlalhato.

Sik, tér racspontjai megszamlalhatdéan végtelen halmazt alkotnak. A | Informatika:
sik, a tér racspontjainak explicit megszamozasa. geometriai

Nevezetes ponthalmazok:

— adott térelemtdl adott tavolsagra lévoé pontok halmaza — sikban €s
térben;

—  két térelemtdl egyenld tavol 1évo pontok halmaza — sikban és
térben.

Vegyes feladatok ponthalmazok ¢és halmazmiiveletek alkalmazasara

szerkesztéssel is.

Ponthalmazok a koordinatasikon.

Matematikatorténet: René Descartes.

szerkesztéprogram, pl.
Geogebra, Cabri.

Halmazok ekvivalencidja. A természetes szamokkal, ill. a valds
szamokkal ekvivalens halmazok.

A valds szdmok halmaza nem megszamlalhato. A valds szamok
halmazénak és irracionalis szdmok halmazanak ekvivalencidja. A
megszamlalhato és a kontinuumszamossag.

Egyenes, szakasz (nyilt és zart), kdrvonal pontjainak halmaza,
kdrlemez és négyzet, haromszog €s négyzet stb., gdmbfeliilet és sik
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stb. poliéder és gomb stb. pontjainak halmaza kozott egy-egyértelmii
leképezés van. Valos szamok €s végtelen hosszii 0-1 sorozatok
ekvivalencidja. Sik és egyenes ekvivalenciaja [a bizonyitas
fakultativ] és ennek kdvetkezményei: n-dimenzids tér, n-edfoku
polinomok, komplex szamok stb. és valds szamok ekvivalenciaja.
Tovabbi lehetdségek: Az algebrai szdmok halmaza megszamlalhato.
A transzcendens valos szamoké kontinuum. A Cantor-halmaz
szamossaga ¢€s ,,szerkezetének” vizsgalata.

Kulcsfogalmak/

Véges és végtelen halmaz, unid, metszet, kiillonbség, szimmetrikus
differencia, komplementerhalmaz, ekvivalencia, alef-null és

fogalmak kontinuumszamossag.
Tematikai egység/ : Orakeret
Fejlesztési cél Logika 15 ora

Elozetes tudas

Allitasok megfogalmazasa a hétkdznapi életbél. Matematikai allitasok
vizsgalata. Igaz és hamis allitasok. Allitas tagadasa.

A tematikai egység | A koznapi életben hasznalt logikai kovetkeztetések €s a matematikai
nevelési-fejlesztési | logikaban hasznalt kifejezések dsszevetése. Matematikai allitasok helyes
céljai megfogalmazasa, érvelés, bizonyitasi készség fejlesztése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Az allitas fogalmanak pontosabb elemzése, allitas és megforditasa.
Az allitas fogalmanak kialakitasa valtozatos példakon, a fogalom
pontos kialakitdsa (pl. nem személyfiiggd, a ,,mondat” és az ,,allitas”
kiilonbsége). Egyszeriibb matematikai allitasok logikai elemzése. A
logikai miiveletek kiilonb6zo alkalmazésai.

Direkt, indirekt bizonyitas.

Sziikséges, elégséges, sziikséges ¢és elégséges feltétel.

Relaciok, ekvivalencia relaciok, rendezési relaciok.

Filozofia: tézis,
antitézis, szintézis.

Kétvaltozos logikai miiveletek és tulajdonsagaik: igazsagtablazataik
(az 6sszes muvelet értelmezése, kifejezhetoségek vizsgalata); a
miiveleti azonossagok.

A kétvaltozos logikai miiveletek azonossagainak igazolasa
(kommutativitas, asszociativitas, disztributivitds, De Morgan-
azonossagok stb.). A miiveleti azonossagok alkalmazasa a miiveletek
egymassal valo kifejezésére. A halmazmiiveletek és a logikai
miiveletek 0sszefliggése. A szamitogépek ¢€s a logika kapcsolata.
[Logikai d&ramkorok; példaul 6sszeado egység tervezése (kettes
szamrendszerben) ,,és” kapukbol, ,,vagy” kapukbol és inverterekbdl.
Aramkorok egyszeriisitése az ismert azonossdgok felhasznalasaval.]

Magyar nyelv és
irodalom: retorikai
alapismeretek.

Boole-algebra. Normalformak és alkalmazasaik.

Az igazsagfiiggvények; konjunktiv és diszjunktiv normalformak;
[teljes fliggvényrendszerek].

Barmely igazsagfliggvény kifejezhetd akar konjunktiv, akar
diszjunktiv normalformaval. [A teljes fliggvényrendszerek sziikséges
és elégséges feltétele (alapgondolat), a kijelentés-kalkulus, a
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halmazalgebra és a négyzetmentes szdm osztdinak algebraja
izomorf.]

[A két- és haromvaltozds igazsagfliiggvények szemléltetése a
koordinata-rendszerben. Kétvaltozds relaciok szemléltetése iranyitott
grafokkal.]

Matematikatorténet: Neumann Janos.

Kulcsfogalmak/ | Logikai miivelet, Boole-algebra.
fogalmak

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Szamelmélet

Orakeret
45 ora

Elozetes tudas 0szt0, legkisebb k6z0s tObbszoros.

Oszt6, tobbszoros, primszdm, primtényezds felbontas, legnagyobb kozos

A tematikai egység | Primek, euklideszi algoritmus, kongruencidk €s maradékosztalyok, a

nevelési-fejlesztési | kapcsolodo tételek megismerése.
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Periodikus tizedestortek atalakitdsa két egész szam hanyadosava. A
teljes indukci6 gyakorlasa oszthatosagi feladatokban.

Primek eloszlasa, primekkel kapcsolatos tételek. pl. a szomszédos
primek kozott tetszlegesen nagy hézag van, Wilson-tétel, végtelen
sok 4k - 1 és 6k - 1 alakt prim van [Csebisev, Dirichlet]. Mersenne-
¢s Fermat-primek. Sejtések, pl. Goldbach-sejtés.

Az euklideszi algoritmussal eldallithatd a legnagyobb k6zos oszto.
Linearis kétismeretlenes diofantikus egyenlet megoldhatdsaganak
szlikséges ¢€s elégséges feltétele.

A kongruencia alaptulajdonsagai (a kongruenciaval valo ,,szamolasi
szabalyok’), maradékosztalyok, teljes és redukalt maradékrendszer.
Linearis egyismeretlenes kongruencidk megoldasi algoritmusa.
Szamolas maradékosztalyokkal, Euler-Fermat-tétel. A
maradékosztalyok gytirtije [a gylirti fogalma]. Konkrét modulusok
esetén annak eldontése, hogy melyik maradékosztalynak van
multiplikativ inverze; hogy egy adott maradékosztaly gytriitest-e.
Nem primmodulus esetén van nulloszto.

Egész egyiitthatds polinomok racionalis gyokeire vonatkozo
sziikséges feltétel.

Torténelem, tarsadalmi
és allampolgari
ismeretek: babiloni,
egyiptomi, gordg antik
tudomanyos
kozpontok.

A racsgeometria elemei. Paralelogramma racs; haromszogracs;
racsegyenes, racspont, racsharomszog, lires racsharomszog.[Pick-
tétel.] Tetszélegesen nagy oldalu iires racsharomszogek létezése.
[Négyzetracsban négyzeten kiviil nincs szabalyos sokszdg. Barmely
egyeneshez tetszdlegesen kozel van rdcspont. A diofantikus
approximacio6 elemei.]

Szamelméleti fliggvények:  és ¢ fliggvény; [multiplikativ és additiv
szamelméleti fliggvények]. A paros tokéletes szamok. [A pitagoraszi
szamharmasok eldallitasa.]

Moddszerek nem diofantikus egyenletek és mas szamelméleti
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feladatok megoldasara (pl. becslés; relativ primtényezdk
szétvalasztasa; descente infine; kombinatorikus modszerek stb.).
Elsésorban konkrét feladatmegoldasokban célszerti targyalni a
kiilonbozé modszereket.

Matematikatorténet: Eukleidész, Eratosztenész, Euler, Fermat,

Mersenne.

Kulcsfogalmak/

Prim, kongruencia, maradékosztaly, gytri.

fogalmak
Tematikai egység/ . o Orakeret
Fejlesztési cél Aritmetika és algebra 60 6ra

Elozetes tudas

Elséfoku egyenletek, egyenldtlenségek megoldasa. Azonossag.
Szoveges feladatok — matematikai modell alkotasa.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

Maisod- és harmadfoku, tovabba gyokos egyenletek, egyenldtlenségek
megoldasa. Az egész szamok gyliriije; a raciondlis €s a valds szamtest;
csoportok, félcsoportok megismerése. A rendszerezd képesség

céljai

fejlesztése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Egyenletek algebrai, grafikus megoldasa. Azonos atalakitasok
gyakorlasa. Ekvivalens és nem ekvivalens 1épések az
egyenletmegoldas soran, ellendrzés, hamis gyokok, gyokvesztés.
Teljes négyzetté alakitas; a masodfoka egyenlet megoldoképlete;
gyokok €s egylitthatok kozti 6sszefliggés (Viete-formulak);
gyoktényez6s alak. Masodfoku és masodfokura visszavezethetd
egyenletek, egyenldtlenségek, egyenletrendszerek,
egyenl6tlenségrendszerek megoldéasa; paraméteres €s szoveges
feladatok, reciprok-egyenlet. Sz¢élsérték-feladatok.

Az n-edik gyok fogalma. Szamolas gyokos kifejezésekkel,
irracionalis szamok konstrukcidja kiilonbdzé modszerekkel.

A komplex szamok testének alaptulajdonsagai, Moivre-tétel,
gyokvonas komplex szamokbol; egységgyokok. Szamolas komplex
szamokkal; komplex szamok felhasznalasa geometriai feladatokban,
Osszegek kiszamitdsdban. A harmadfokl egyenlet megoldasa. [A
negyedfoku egyenlet. ]

Digitalis technikdk haszndlata az egyenletmegoldés soran.
Matematikatorténet. Tartaglia, Cardano.

Fizika: kinematika,
dinamika.

Kémia: oldatok
Osszetétele.

Polinomok a racionalis, a valos szamtest felett; fokszdm; miiveletek
polinomokkal; egytitthatd, féegyiitthato, polinomok maradékos
osztasa, gyoktényezdk, gyokszam kisebb vagy egyenld, mint a
fokszadm; tobbszords gyokok; gyokok és egyiitthatok kozti
Osszefliggés. Polinomok azonossaga (a racionalis, a valds, a komplex
szamok folott). Oszthatosag polinomok korében; Horner-elrendezés.
[Polinom és polinomfiiggvény kiilonbsége; interpolacio, elemi
szimmetrikus polinomok, szimmetrikus polinomok.]

A racionalis, a valos és a komplex szamtest feletti polinomok

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.
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gylrije. [Az interpolacio6 alaptétele. Polinomok azonossaga
tetszOleges test f016tt (pl. a mod p (p prim) maradékosztalytest felett
X" - X nem azonosan 0, de az azonosan 0 polinomfiiggvényt allitja
elo.]

Csoportok és félcsoportok konkrét példakon. Geometriai alakzatok
transzformacidcsoportja; az egybevagosagi transzformaciok
csoportja, felirasa (pl. S3 és a szabalyos haromszog, S4 és a szabalyos
tetraéder transzformaciocsoportjanak izomorfsadga; a négyzet, a
téglalap transzformacidcsoportja része a szabalyos tetraéderének).
[Jobb és bal oldali egységelem, zéruselem, additiv, multiplikativ
inverz; additiv csoport multiplikativ félcsoport, csoport; nulloszto;
izomorfia (konkrét példakon); masodfoku testbdvitések.] [A csoport,
gylrt, test (nem axiomatikus) fogalma; miiveleti tdblazatok.][As, As
geometriai jelentése. |

Testek és gylirtik egyszerti tulajdonsagai. A valds szdmokon beliil a
legsziikebb résztest a racionalis szamok teste; ha n > 0 egész nem

teljes k-adik hatvany, akkor &/n irracionalis. [A legsziikebb, az 1-et
tartalmazo6 szamgylri az egészek gytiriije. Adott elemet (pl. V2

vagy V3 + /2 -t tartalmazé legsziikebb gyliri és test keresése.] [Az
a+ b\/E , 4, b €Q alak( szamok szamtestet alkotnak, az a + b\/E +

c \/5, a, b €Q alaka szamok nem alkotnak gyiir(it sem; példak és
ellenpéldak félcsoportokra, csoportokra és testekre; a maradékosztaly
gyuriik algebrai vizsgalata.] [Test- és gyliritulajdonsagok bizonyitasa
(pl. —a = (-1)a a testben; egységelemes gytiriiben; rossz bizonyitasok;
2,3,4,5,7,8,9 elemi testek Iétezése €s egyértelmiisége; 6 elemi
test nincs).]

Matematikatorténet: algebra — Al-Hvarizmi.

Kulcsfogalmak/

Misod- és harmadfoka egyenlet, egyenldtlenség, teljes négyzetté alakitas,
megoldoképlet, diszkriminans, diszkusszio. Egyenletrendszer. Gyokos

fogalmak egyenlet. Komplex szam, polinom. Csoport, gyiiri, test.
Tematikai egység/ e L. Orakeret
Fejlesztési cél Linedris algebra 15 6ra

Elozetes tudas | Vektorok, koordinata-rendszer, valds szamok teste.

A tematikai egység | A linearis vektorterek megismerése. A fiiggetlenség és Osszefliggdség
nevelési-fejlesztési | fogalmanak kialakitdsa, elmélyitése. Gauss eliminacios modszer

céljai elsajatitasa.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A linearis vektortér (a valds szamtest felett); linearis kombinacio. A
linearis fliggdség, fliggetlenség; altér; vektorok altal meghatarozott
altér. Linedris egyenlet és egyenletrendszer mint a megfeleld altér
normalvektoros egyenlete; linearis egyenletrendszer felirasa
matrixalakban; a matrix, matrixok konstansszorosa, matrixok
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Osszege, kiilonbsége; négyzetes matrix, a determinans és értéke.
Teriiletképlet és vegyes szorzat felirdsa determinanssal.

Gauss-eliminaci6. Homogén linearis egyenletrendszer, homogén
lineéris rekurzid, homogén lineéris diofantikus egyenlet (és
egyenletrendszer) megoldasai halmazanak kozos tulajdonsaga. A
linedris fliggetlenség feltétele; egy vektor linearis fliggése a tobbitdl
¢s linedrisan 6sszefiiggd vektorok kozti kapcsolat. Linedris tér
alterének egyenlete (normalvektoros egyenletrendszerrel).

Vegyes szorzat és linearis fliggdség térben. Kollinearitas és az
analitikus geometriai teriiletképlet. Linedris egyenletrendszer mint
altér egyenlete. A normalvektorok linearis fiiggetlensége és
Osszefliggése. Determinans sorvektorainak linearis fliggetlensége és a
determinans értéke kozotti kapcsolat; a determinans sorainak és
oszlopainak fiiggetlensége kozti kapcsolat. [Az n x n-es linearis
egyenletrendszer megoldhatosaganak sziikséges és elégséges
feltétele; annak linearis algebrai jelentése.

Egyszerii példak linearis programozasi feladatokra.

A targyalt fogalmak, modszerek n =2 és n = 3 esetben alkotjak a
torzsanyagot, az N > 3 esetek targyaldsa kiegészitd anyag.

Kulcsfogalmak/ | Vektortér, matrix, determinans, fliggetlenség, 6sszefliggdség.

fogalmak
Tematikai egység/ . Orakeret
Fejlesztési cél Geometria 65 ora

Elozetes tudas

tétele.

Térelemek, tavolsag, szog, illeszkedés. Haromszogek, négyszogek,
sokszogek tulajdonsagai. Szerkesztések. A Pitagorasz-tétel és a Thalész-
tétel ismerete. Transzformaciok ismerete. Kozépponti és kertileti szogek

A tematikai egység | A geometriai szemlélet, 1atasmod fejlesztése. Transzformaciok
nevelési-fejlesztési | attekintése. Szogfliggvények megismerése. Szamitdgép haszndlata

céljai dinamikus szerkesztéprogramokkal.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A haromszog nevezetes pontjai, vonalai. Hairomszog-egyenl6tlenség. | Informatika:

A haromszogek szogeirdl, oldalair6l tanult tételek bizonyitasa,
alkalmazdasa szamitasi, szerkesztési és bizonyitasi feladatokban. A
haromszog kozépvonala tulajdonsagainak, ill. a keriileti sz6gek
tételének bizonyitasa tengelyes tiikrozések Osszetevésével. Euler-
vonal és Feuerbach-kor. [Haromszdg izogondlis pontja.] [A
haromszog tovabbi nevezetes pontjai és vonalai: Brocard-pontok,
antiparalellek, Lemoine-pont, Nagel-pont.]

geometriai szerkesztd
program haszndlata.

Az egybevagosagi transzformaciok folytatdsa. Tengelyes tiikkrozések
Osszetétele; iranyitott szakaszok és szogek. Az egybevagosagi
transzformacié mint tavolsagtartd transzformacid. Forgatas és eltolas
mint kéttengelyes tiikrozés Osszetétele. Héron-képlet.
Erintdnégyszogek tétele (,,visszafelé” is).
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Az egybevago6sagi transzformaciok 0sszetétele; a sik [és a tér]
egybevagosagainak osztalyozésa; 6sszefoglalasa. A sik minden
egybevagosagi transzformacioja eléall harom tengelyes tiikrozés
Osszetételeként [a tér minden egybevagosagi transzformacioja eléall
négy sikra valo tiikkrozés Osszetételeként; harom tengelyes tiikkr6zés
Osszetétele cstsztatva tiikkrozés]. Az egybevagosagi transzformaciok
csoportja. Alakzatok transzformacidcsoportja. [Szabalyos haromszog,
négyzet, téglalap, szabalyos tetraéder transzformacidcsoportja; a sik
egybevagosagi transzformaciodinak csoportja. ]

A kozéppontos hasonldsag altalanos definicidja. Parhuzamos szeldk
tétele raciondlis aranyra; a kozéppontos hasonlosag tulajdonsagai. A
trapéz tulajdonsagai. Szogfelezd-tétel a haromszogben;
magassagtétel, befogotétel derékszogli haromszogben. Menelaosz €s
Ceva tétele. Hasonl6 sokszogek teriiletének, hasonld testek
térfogatanak és felszinének aranya. Alakzatok egybevagosaga €s
hasonldosaga. [Pont korre, gdmbre vonatkozo hatvanya,
hatvanyvonal. ]

A forgatvanytjtas. Aforgatvanyujtas tulajdonsagai. [Ptolemaiosz
tétele hirnégyszogekre €s altalaban. |

Inverzi6 [sztereografikus projekcio].

Trigonometriai alapismeretek A szogfliggvények vektorokkal.
Szinusztétel. Koszinusztétel. A szogfiiggvények addicios tételei. Az
ismert teriiletképletek bizonyitasa a teriilet altalanos fogalma alapjan.
Trigonometrikus teriiletképletek. A trigonometria biztos ismerete.
[GOmbi és sikgeometria 6sszehasonlitdsa. ]

Kupszeletek elemi targyalasa. Ellipszis, hiperbola, parabola.
[Tengelyes affinitas; tulajdonsagai vektorokkal. ]

[Egyenl6 oldalu és ortogonalis tetraéder. Bennfoglalo
paralelepipedon.] Tetraéder stlypontjanak tulajdonsagai [egyenld
oldalu tetraéder és ortogonalis tetraéder tulajdonsagai].

Kulcsfogalmak/ | Transzformacié, hasonlosag, inverzio, szogfiiggvény, kiipszelet.
fogalmak

Tematikai egység/ - . Orakeret
Fejlesztési cél Analitikus geometria 30 ora

Elézetes tuddas | A derékszogii koordinata-rendszer. Vektorok ,.empirikusan”.

A koordinatageometria erejének megértése, képesség a
koordinatageometriai fogalmak hasznalatara feladatok megoldasaban, a
szogfliggvények biztos ismerete €s haszndlata geometriai feladatokban,

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

celjai fizikai feladatokban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A vektor, egységvektorok; cos a és sin a mint az i vektor o szogi Fizika: A skalarszorzat
elforgatottjanak koordinatai; tg o, ctg o definicidja. hasznalata a
Vektor skalarszorosanak tulajdonsagai. definiciokban (munka,
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Nevezetes szogek szogfliggvényei; dsszefliggés a és 90° - a
szogfiiggvényei kozott. Szakaszt m : n aranyban 0sztd pontba mutatd
vektor.

Az egyenes paraméteres vektoregyenlete.

Egyenes koordinatageometriai egyenletei: tengelymetszetes,
iranytangenses, egyenlete sikban, térben.

A kor egyenlete sikban, a gdmb egyenlete térben.

a és b akkor és csak akkor merdleges, ha a + b és a - b egyenlé
hosszu; a és b csak akkor egyenl6 hosszu, ha a + b merdleges a - b-
re. Tetraéder kozépvonalainak merdlegessége, egyenldsége
vektorokkal, egyenld oldalu €és ortogonalis tetraéder tulajdonsagai
vektorokkal.

Egyszerii szamitasos feladatok szogfliggvénnyel.

Skalarszorzat, vektoridlis szorzat, vegyes szorzat alaptulajdonsagai,
kiszamolasa a koordinata-rendszerben, alkalmazasa feladatokban,
bizonyitasokban.

A merdlegesség kifejezése skalarszorzattal.

Az egyenes irdnyvektoros €s normalvektoros egyenlete,
normalegyenlete; pont és egyenes tdvolsaga.

A koordindtageometria alapfeladatai egyenessel és korrel, sikkal és
gdmbbel kapcsolatban.

Addicios tételek és kovetkezményeik. Ezek igazolasa.
Szogfliggvényes azonossagok.

Koszinusztétel.

Az egyenes egyenletrendszere térben. A kor érintdjének egyenlete.
A haromszog koordinatageometriai (eldjeles) teriiletképlete.

stb.). Egyenes, kor
egyenletének
hasznalata a mozgasok
leirasanal.
Szogfliiggveények
alkalmazasa a
mechanikaban, a
hulldammozgasoknal
stb.

Kulcsfogalmak/ | Alakzat egyenlete és egyenletrendszere.

Vektorok pontosabb definicidja, szogfliggvények definicioi.

fogalmak Egyenes, kor egyenlete.
Skalarszorzat. Vektorialis szorzat. Vegyes szorzat.
Tematikai egység/ .. . . . Orakeret
Fejlesztési cél Fiiggvények, szemléletes analizis 65 6ra

Elézetes tudas
konkrét fliggvényeken.

A fiiggvény fogalma és az egyszeriibb elemi fiiggvények. Abrazolasuk
a koordinata-rendszerben. Fliggvénytranszformacios tapasztalatok

A tematikai egység

nevelési-fejlesztési megoldasaban.

Hatvanyozas és logaritmus azonossagainak hasznalata feladatok

A fiiggvényvizsgalat fejlesztése. A végtelen sorozatokkal kapcsolatos

céljai szemléletmod kialakitdsa, az ilyen gondolkoddsmod fejlesztése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Az x— Ux fliggvények, azonossagaik; a valos szamokon értelmezett, E;Zikaf E|elTi
valos értékii fliggvények. [Konkrét fliggvények esetén a kiilonbségi tuﬁﬁc\ll(e)gzggainak

hanyados eldjele és a monotonitas kozti kapcsolat.]
Az x —f(x) és az X — a-f(bx + c) + d fuggvények grafikonjai kozti

felhasznalasa a
rezgdmozgasban, a
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kapcsolat konkrét példakon; a tapasztalatok 6sszegzése. Az X — Vx
definici6jaban felhasznaljuk, hogy az x — X" értékkészlete milyen; az

x — Vx fliggvény monotonitasa.

Szamtani és mértani sorozat; jellemzdik.

A szamtani és mértani sorozat nN-edik tagjara ¢s az els6 n tag
Osszegére vonatkozd képletek. A szdmtani €s mértani, a harmonikus
¢s a négyzetes kozép kozti egyenldtlenség altalanos esetben (teljes
indukci6; a Riesz-féle bizonyitas).

A periodikus tizedes tortek €s a végtelen mértani sorok. A Fibonacci-
sorozat n-edik tagjanak explicit képlete; felezési eljarassal
megoldhat6 feladatok; [példak korlatos €s nem korlatos mértani
sorokra; a ,,hopehelygorbe” teriilete véges, keriilete nem korlatos].

A Zi nem korlatos, a Ziz korlatos.
n n

A hatvanyozas ¢és a logaritmus azonossagai. A hatvanyozas
fogalmanak kiterjesztése a permanenciaelv segitségével. Az
azonossagok biztos hasznalata.

A hatvanyozas ¢€s a logaritmus azonossagoknak, valamint a
trigonometrikus azonossagoknak a felhasznalasa egyenletek,
egyenl6tlenségek megolddsaban. Exponencialis, logaritmikus
egyenletek, egyenldtlenségek, egyenletrendszerek, paraméteres
feladatok.

[Peldéak fraktalokra; a Cantor-halmaz és tulajdonsagai; konkrét
fliggvények invertalasa.]

Példaul a ctg x + tg X > 2 egyenlétlenség megoldasa.

Fiiggvények vizsgalata elemi mdodszerekkel, alkalmazasok. A
konvexitas; a fliggvénygorbe ,,alatti” és ,,f010tti” tartomany. Gyenge
(felezépontbeli) konvexitas.

A trigonometrikus fliggvények és inverzeik tovabbi tulajdonsagai;
gyenge konvexitasuk, konvexitasuk. Az exponencialis és a
fliggvények vizsgalata.

[Fiiggvények konvexitasanak jellemzése a kiilonbségi hanyados
segitségével. Elemi fliggvények gyenge konvexitasa. A szamtani és a
mértani kozeép kozti egyenldtlenség mint az exponencidlis fiiggvény
konvexitasanak kovetkezménye; hatvanykodzepek és az X%, a e R
fliggvény konvexitasa. |

A valos szdmok tulajdonségai.

Sorozatok vizsgalata monotonités, korlatossag szempontjabol;
konvergencia, végtelenbe divergalas szempontjabol.

Korlatos szamhalmaznak van alsé és felso hatara; monoton, korlatos
sorozat konvergens; a konvergens sorozatok alaptulajdonsagai;

Osszeg, szorzat, hanyados hatarértéke. Az e definicioja; az (1 + i)n
n

sorozat.

Példak konvergens és divergens sorozatokra; rekurzioval definialt
sorozatok konvergencia vizsgalata; az n¥, a", n!, n" sorozatok
Osszehasonlitasa; [végtelen lanctortek].

Matematikatorténet: Cantor és Dedekind.

mechanikdban és az
elektromossagban.

Informatika:
Fliggvények
szamitogeépes
abrazolasa. Rekurzio
¢s szamitdgeépes
ciklus.
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Kulcsfogalmak/
fogalmak

Monotonitas, sz€lsOérték, helyi szélsdérték, korlatossag, paritas.
Periodicitas, monoton szakaszok, értékkészlet, konvexitas-konkavitas.
Arkhimédészi-axioma és Cantor-axioma, Dedekind-szelet.

Monoton sorozat; korlatos sorozat; konvergens sorozat; a végtelenbe
divergalo sorozat.

Racionalis és valds kitevdji hatvany, a permanenciaelv.

Végtelen mértani sor.

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

Kombinatorika 45 éra

Elozetes tudas

Kombinatorikai alapfeladatok. Permutacio, leszdmolasok.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

A kombinatorikai gondolkodasmod kialakitasa, alkalmazasa a
matematika kiilonb6z06 agaiban.
A diszkrétség kihasznalasanak modjai (teljes indukcid, van

céljai legnagyobb, legkisebb, legsz¢lsd elem; ,,véges sok 1€pésben véget ér”).
A szitaformula megértése.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

A kombinatorikai alapfeladatok rendszerezése. Informatika:
Binomialis- és polinomialis-tétel bizonyitasa (kombinatorikai és Permutaciok
algebrai bizonyitas). A Pascal-haromszog tulajdonsagai felsorolasa.
(kombinatorikai és algebrai bizonyitas). Kombinatorikus
A szitaformula. A szitaformula alkalmazasa kombinatorikai és gondolatok
szamelméleti feladatokban, a ¢(n) fliggvény kiszamitasa a alkalmazasa a

szitaformulaval. X,+X, +...+X_ =N egész megoldasai, ha a sorrend | szamitogépes

szamit.

Kombinatorikus meggondolasok szamelméleti és algebrai

feladatokban.

Kombinatorikus interpretacioval igazolhaté azonossagok.
Kombinatorikus geometriai feladatok (Erdds-Sylvester-tétel, egy
sikban levé n pont altal meghatarozott haromszogeknek legalabb
25%-a, 30%-a stb. derékszogii).

Permutaciok kiilonbozo felirasi modjaival megoldhaté feladatok.
Permutéciocsoportok (testek egybevagosagai és grafok automorfiaja

segitségével is).

A kétszeres leszamolas modszere, kétszeres leszdmolassal igazolhatd

azonossagok.

Rekurzi6 és kombinatorika. [A Catalan-szamok.]
Allapotfiiggvényes feladatok a kombinatorikaban. Létezés
bizonyitasa az atlag segitségével.

grafikaban.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Pascal-haromsz6g. Binomialis és polinomialis tétel.
Ismétléses kombinacio, variacio.
Permutéciok szorzasa. Permutécidcsoport.
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Temf_;\tikai egység/ Grafelmélet Orakeret
Fejlesztési cél 35 6ra

Elozetes tudas Graf fogalma, csucs, élszam és fokszam, 6sszefliggésiik.

A tematikai egység | Az absztrakt grafelméleti alapfogalmak (fa, 6sszefliggdség, vagas,
nevelési-fejlesztési | hidél, kromatikus szam) és tételek elsajatitasa, alkalmazasa.

céljai
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Grafokkal kapcsolatos egyszert algoritmusok. (L. az Informatika: Fak
algoritmusoknal is.) ,,abrazolasa”, hidélek.
[Priifer-kod.] Uttervezés,
A fa definicidinak ekvivalencidja, élszamara, szerkezetére, mini- kozlekedéstervezés.
max-tulajdonsagara vonatkozo tételek. Fa élszdma. Az "uttal Kormérkdzés-tervezes.
osszekdtve lenni" tranzitivitasa. Osszefliggd komponensekre bontas.
Graf vagy komplementere 6sszefliggd. Az 6sszefliggdség Kémia:
alkalmazasa. molekulaszerkezetek
Fa leghosszabb utjai, atméréje, kdzéppontja(i) stb. [Osszefliggés a grafja. Szénhidratok
fokszam és a magassag kozott. ] jellemzeése.
Tavolsaggraf. Maximalis fokszam > kromatikus szam (moho
algoritmus).
Turan-tétel.
Erdés-Szekeres-tétel, egyéb egyszeriibb Ramsey-tipust tételek.
[Menger-tétel 2-re.]
A moho algoritmus szuboptimalis fliggetlen €l- és pontrendszerek
keresésére.
Kormérkodzések parositasai. Adott gratban pontok kozti legrovidebb,
leghosszabb utak megkeresése algoritmussal.
[4-regularis grafok 2-faktorokra bontasa.]
Hidélek, vagashalmazok keresése.

Ut, kor, Osszefliggdség, komponens, fa, erdd. Fa mint minimalis
0sszefliggd ¢s maximalis kormentes graf. Szamozatlan és szamozott fa.
Favaz. Iranyitott Euler-vonal. Paros graf. Grafok izomorfiaja. Kromatikus

Kulcsfogalmak/ |,
Szam.

fogalmak Fiiggetlen ¢l- és pontrendszer.
Hidél, vagas.
Regularis graf.
Tematikai egység/ : Orakeret
Fejlesztési cél Algoritmusok 25 ora

Konkrét kétszemélyes determinisztikus jatékok stratégiaja; kivalasztasi
Elozetes tudas | és rendezési algoritmusok; moho algoritmusok alkalmazhatdsaga és
korlatai; allapotfiiggvényes okoskodasok (a fogalom még nem).

P¢ldak, amikor a mohd algoritmus ciklusba keriil, @8 moho
algoritmusszerii rossz bizonyitasok felismerése.

Keresési algoritmusok haszndlata; méret figyelembevétele, csokkentése.
Allapotfiiggvény alkalmazasa 1épésszamra és elérhetdségre.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai
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A descentinfinie, az allapotfliggvény ¢és a teljes indukcid kdzotti
kapcsolat tudatositasa.

A ,,vegyiik a legnagyobbat, legsz¢élsot” elv alkalmazasa.
Kombinatorikus geometriai, szamelméleti és kombinatorikai feladatok
megoldasa diszkrét allapotfliggvény csokkentésével.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
A moho algoritmus korlatainak és erejének megértése; Informatika: keresési
algoritmus mérete, tervezése; [Buborék-algoritmus, quicksort], algoritmusok, moho
Osszefésiilés, beszras stb. 1épésszam ¢€s tarigény szerinti algoritmusok, ciklus,
Osszehasonlitasa. [Az euklideszi algoritmus és a primfelbontéssal algoritmus
torténd In.k.o. meghatarozas lépésszdmanak 6sszehasonlitdsa. ] végetérésének
Favazkeresés; sz€lességi és mélységi keresés. garantalasa
Bizonyitasok algoritmizalasa (pl. Reisz-féle bizonyitas A > G-re, allapotfiiggvénnyel,
intervallumpakolas). hatékony
A feladat méretének végesitése konkrét példakon, pl. racionalis algoritmusok;
gyokkeresésnél mint a feladat megoldasanak garancidja (ennek sz¢élességi €s mélységi
jelentésége a szamelméletben, kombinatorikédban és altalaban keresés az
diszkrét matematikaban). informatikaban, a
Optimalis [és szuboptimalis] algoritmusok (pl. legnagyobb és hozzajuk tartozo

legkisebb elem, n elem halmaz rendezése, hatizsakfeladat, fliggetlen | adatstrukttra.

¢lrendszer keresése, fedési feladat).

Allapotfiiggvény megtaldlasa, alkalmazasa 1épésszam-optimum
garantaldsara, algoritmus helyességének bizonyitasara.
,Oroszlanfogassal” megoldhato feladatok.

Konkrét példak arra, hogy egy algoritmus vagy megadja egy feladat
megoldasat, vagy megmutatja a megoldhatatlansag okéat (pl. graf 2-
szinnel szinezésének szokott algoritmusa, graf feszitd fajanak
keresése, Euler-ut keresése).

Kulcsfogalmak/ | Moho algoritmus. Favazkeresési modszer. Feladat mérete.
fogalmak Allapotfiiggvény. Optimalis és szuboptimalis algoritmus. Oroszlanfogas.

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret
40 ora

Valosziniiség-szamitas, statisztika

Elozetes tudas

Kombinatorikus valosziniliség egyszerli esetei; unié, komplementer
valoszintisége; atlag, median, modusz; egyszer statisztikai adatok
elemzése; tablazatok, grafikonok haszndlata, gyakorisag, relativ
gyakorisdg. Szazalékszamitas.

A tematikai
egység nevelési-
fejlesztési céljai

A valoszinliség fogalméanak megértése (,,nem tudasunk mértéke”);
relativ gyakorisag és valosziniiség, statisztika és modell kiilonbsége; a
modellalkotas folyamatanak, szerepének megértése; a modellezés mint
matematikai tevékenység; a valoszinliségi eloszlas és a varhat6 érték
fogalmanak, szerepének megértése; a szimmetriameggondolasok helye,
alkalmazhatdsaga, ennek hatarai; ismerkedés a valdsziniliségi
meggondolasok alkalmazasaval, a jatékelmélet alapjaival, ezek
szerepének felismerése a mindennapokban és a tudomanyokban.
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Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A valdszinliség fogalmanak megértése mint ,,nem tudadsunk mértéke”
(példa: miért és hogyan valtozik annak valoszintisége, hogy a
masodik kartya piros, ha az elsét felforditom?). Modellezés
egyszerlibb esetekben és altalaban. Gyakorlati példak arra, hogy
mikor melyik mutatoval célszerii jellemezni a szdmsokasagot.
Konkrét eloszlasokban annak igazolasa, hogy valdéban eloszlasrol
van sz0.

Szimmetrikus eloszlasok. A binomidlis és hipergeometrikus eloszlas;
ezek varhat6 értékének kiszdmitasa (egyszerlibb, majd altalanos
paraméterek mellett, algebrai és valoszintiségi meggondoldsok
alapjan).

Mikor van, mikor nincs szimmetria: kombinatorikus és szimmetrian
alapul6 (pl. varhatoértékes) feladatok megoldésa.

A varhat¢ érték tulajdonsagai; 6sszeadddnak (bizonyitas fakultativ).
A feltételes valoszinliség fogalmanak alkalmazasa konkrét
feladatokban.

Jatékelmélet: a 2 x 2-es jaték elemzése.

Biologia-egészségtan:
orokléstan.

Fizika: statisztikai
modellek.

Torténelem, tarsadalmi
és allampolgari
ismeretek: 6sszefoglald
¢s részletes statisztikai
adatok értékelése;
jatékelmélet.

Informatika:
tablazatkezelo,
adatbazis-kezelo
program haszndlata.

hipergeometrikus eloszlas.
Kulcsfogalmak/ | Legvaldsziniibb érték.
fogalmak
Viérhato értek.

Fiiggetlen esemény. Feltételes valosziniiség.
Legjobb stratégia a jatékelméletben.

Elemi esemény, klasszikus valoszinliségi modell. Eseménytér.
Diszkrét valoszinliségi valtozo és eloszlas. Binomidlis eloszlas,

Statisztikai mintavétel: visszatevéssel és anélkiil. Modell.

Halmazok

A fejlesztés vart biztosabb tudasa
eredményei akét
évfolyamos

ciklus végén

Logika

ismerete.

Szamelmélet

— A halmazmiveletek és tulajdonsagaik ismerete.

— Halmazok szdmossaga fogalmanak helyes értelmezése.

— Annak bizonyitasa, hogy a racionalis szamok megszamlalhat6, a
valds szamok kontinuum szdmossagu halmazt alkotnak.

— Végtelen halmazok ekvivalencidjanak ismerete.

— A részhalmazok, ponthalmazok, logikai szita fogalmainak

— Kétvaltozos logikai miiveletek és tulajdonsagaik ismerete.
— Relaciok, ekvivalenciarelaciok, rendezési relaciok ismerete.
— A halmazmiiveletek és a logikai miiveletek 0sszefliggésének

— A legnagyobb kozos oszt6 eléallitasa az euklideszi algoritmussal.
— Lineéris kétismeretlenes diofantikus egyenletet megoldésa.
— Szamolds maradékosztalyokkal, kongruencidk ismerete.
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A primekre vonatkoz6 tételek ismerete.

Az Euler—Fermat- és a Wilson-tételek bizonyitasa.
Szamelméleti fliggvények ismerete: & és ¢ fliggvény.
Récsgeometriai problémak ismerete.

Aritmetika és algebra

Masodfoku és arra visszavezethetd egyenletek biztos megoldésa.
Viéte-formuldk alkalmazésa, paraméteres egyenletek,
szélsoérték-feladatok, egyenlétlenségek megoldasa.

n-edik gyok fogalma, gyokos, irracionalis egyenletek,
egyenl6tlenségek megoldasa.

Komplex szdmok ismerete.

Harmadfoku egyenlet megoldasa.

Polinomok interpolacidja, a Horner-elrendezés ismerete.
Ismerkedés a csoport, gylirii, test fogalmaval konkrét példakkal.

Linearis algebra

Homogén linearis egyenletrendszer, Gauss-elimindcio ismerete.
Determinans ismerete.

Matrixok és miiveleteik ismerete, matrix inverzének kiszamitasa.
Linearis vektorterekkel vald ismerkedés konkrét példakon
keresztiil.

Osszefliggdség és fliggetlenség ismerete.

Geometria

Vektorok a koordinata-rendszerben, helyvektor,
vektorkoordinatak ismerete, skalaris és vektorialis szorzas.
Kupszeletek ismerete: ellipszis, hiperbola, parabola.
Forgasszogek szogfliggvényeinek értelmezése, szamolas
szogfuggvényekkel. Szogfliggvények kozotti 0sszefiiggések
ismerete.

Jartassadg a haromszogek segitségével megoldhatd problémak
O6nallo kezelésében, szinusztétel, koszinusztétel alkalmazasa.
Az egybevagosagi transzformaciok, azok szorzatanak biztos
ismerete.

Hasonlosag ismerete. A szogfelezd-, magassag- és, befogo tételek
bizonyitasa. A Menelaos- és Ceva-tételek ismerete. Az
Apollonius- kor ismerete.

crer

pontok, Euler-vonal, Feuerbach-kor ismerete.

Analitikus geometria

A koordinata-geometriai fogalmak hasznalata feladatok
megoldésaban.

Az egyenes kiilonféle egyenleteinek hasznalata.

Korre vonatkozo feladatok megoldasa.

Térbeli koordinata-geometria alapjainak ismerete (sik, egyenes,
gdmb egyenlete).
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— Szogfiggvények biztos ismerete és hasznalata geometriai és
fizikai feladatokban.

Fiiggvenyek, szemléletes analizis

— Hatvéanyozas és logaritmus azonossagainak ismerete, hasznalata
feladatok megoldéasaban.

— A fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak bovitése.

— Gyokfuggvények, trigonometrikus fliggvények, exponencialis és
logaritmikus fliggvények ismerete.

— Képesség elemi fliggvények elemi vizsgalatéra.

— A végtelen sorozat fogalménak, tulajdonsagainak megértése,
valtozatos példak ismerete sorozatokra.

Kombinatorika

— A kombinatorikai alapfeladatok rendszerezése.

—  Binomidlis és polinomidlis tétel ismerete €s hasznalata.

— A szitaformula alkalmazésa.

— Kombinatorikus meggondolasok alkalmazédsa szamelméleti,
algebrai és geometriai feladatokban.

— Testek egybevagosagaibol, a grafok automorfiajabol kapott
permutacidcsoportok €s az altaldnos fogalom ismerete.

— A kétszeres leszamolas modszerének alkalmazasa.

— A rekurzi6 fogalmanak biztos ismerete €s alkalmazasa.

Grdfelmélet

— Ismerje és jol alkalmazza a grafokkal kapcsolatos egyszeri
algoritmusokat: a legrovidebb, leghosszabb utakat és a
favazkeres algoritmusokat.

— A fak fogalmanak pontos ismerete €s értése, alkalmazésa az
algoritmusoknal és a valdszinliségi feladatoknal is.

— A Ramsey-tipust tételek jelentdségének értése, a skatulyaelvvel
vald 0sszefliggésének felismerése, az egyszerlibb ilyen tételek
ismerete.

Algoritmusok

— A moho algoritmus fogalmanak, erejének és korlatainak értése,
keresési algoritmusok ismerete.

— Az adescenteinfinie, az allapotfiiggvény ¢€s a teljes indukcio
kozotti kapesolatot értése.

— A ,vegyiik a legnagyobbat, legsz¢élsot” elvének alkalmazasa
feladatokban.

— Az allapotfiiggvény fogalmanak, széles korli alkalmazhatosagénak
elsajatitasa.

Valosziniiség-szamitas, statisztika
— A relativ gyakorisag és valosziniiség, statisztika és modell
kiilonbségének értése.
— A modellezés mint matematikai tevékenység ismerete.
— A valdsziniiségi eloszlas és a varhato érték fogalmanak,
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szerepének megértése.

— A szimmetriameggondolasok helyének, alkalmazhatosaganak és
azok hatarainak ismerete.

— A jatékelmélet alapjainak, valamint a mindennapokban és a
tudomanyokban jatszott szerepének értése.

11-12. évfolyam

A teljes 0raszam 90%-abol fennmarad6 70 orat rendszerezd 0sszefoglaldsra forditjuk.

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

Halmazok 18 éra

Elozetes tudas

A halmazalgebra elemi fogalmai és miiveletei. Szamhalmazok ¢és
ponthalmazok. Példak szamhalmazokra és ponthalmazokra. Halmazok
ekvivalencidja. Megszamlalhat6 és nem megszamlalhaté halmazok.

A kontinuum szdmossag. A ,tetszélegesen sok™ €s a ,,végtelen sok™
kozti kiilonbség.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

Halmazelméleti szemléletmod fejlesztése. A fontosabb, mélyebb
fogalmak ismerete, a matematika fejlédése szempontjabdl meghatarozo
ismeretek atadasa; olyan példak, eljarasok megismerése, amelyekkel

celjai sikerrel oldhatok meg a témakorbe tartozo feladatok.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Rendezett, jolrendezett és nem jolrendezett szamhalmazok. A Filozofia: Zénbén
racionalis szamok halmaza nem jolrendezett. A raciondlis szamok paradoxonai. A
halmaza jélrendezhet6 (kiilonboz6 tipust sorozatba rendezések). halmazelmélet
Példak kiilonbozo jolrendezett halmazokra. fejlodésének hatasa a

A szamossagok korében a rendezés. Hatvanyhalmaz, a szamossagok
korében a kisebb fogalma. A szamossagok korében értelmezett
kisebb fogalom tulajdonsagai; ekvivalenciatétel [bizonyitassal];
Cantor-tétel; végtelen sok végtelen szdmossag van.

Matematikatorténet: Kontinuumhipotézis.

A Cantor-féle atlos modszer tobb konkrét alkalmazasa [példaul az
Osszes szamitogépes algoritmusok halmaza megszamlalhatd, de nem
rekurziv]; a Cantor-axidéma alkalmazasaval annak igazolasa, hogy pl.
a [0;1] intervallum valds szamai nem megszamlalhatok.

Matematikatorténet: Georg Cantor munkassaga.

[Lexikografikus és antilexikografikus rendezés. Nyilt és zart
halmazok szamossaga. példak o, ©°, © tipust sorozatokra, a
természetes szamok véges sorozatainak lexikografikus,
antilexikografikus rendezése. ]

modern filozofiara.
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[Végtelen grafok, végtelen fak, végtelen utak. Végtelen fak és grafok
alkalmazasa konkrét feladatokban; példa olyan végtelen fara,
amelyben van tetszélegesen hosszu ut, de nincs végtelen hosszu ut;
Kénig-lemma: ha egy végtelen faban minden ,,emelet” véges, akkor
van végtelen hosszl ut; Ramsey-tétel végtelen grafokra.] [A végtelen
Ramsey-tétel alkalmazasa, pl. tetszdleges sorozatnak van (végtelen)
monoton részsorozata. |

[Halmaz belso, kiilsé és hatarpontja, nyilt és zart halmaz, halmaz
lezarasa, kornyezet.] Kiilonféle példak a sikon és a térben nyilt és
zart halmazokra.

Halmazelméleti antindmiak [a halmazelmélet axiomarendszerei].

[Topologikus tér és altér, diszkrét topoldgia. Példak kiilonbozo
egyszerl diszkrét topologikus terekre. ]

Kulcsfogalmak/

Hatvanyhalmaz, a szamossagok korében a kisebb fogalma.

fogalmak Rendezett, jolrendezett és nem jolrendezett szamhalmaz.
Tematikai egység/ . Orakeret
Fejlesztési cél Logika 18 ora

Elozetes tudas
és alkalmazasaik.

Allitasok; kétvaltozos logikai miiveletek és tulajdonsagaik; relaciok,
ekvivalenciarelaciok, rendezési relaciok. Boole-algebra. Normalformak

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

axiomatizalasok végigkovetése.

A formalis logika elmeinek megismerése. A bizonyitdsok €s
konstrukcidk algoritmizalasa. Az axiomatikus felépités
sziikségességének, fontossaganak megértése, egyszeriibb

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Bizonyitasok és konstrukciok algoritmizalasa. [Osszefiiggések a
rekurziod, az algoritmus fogalmanak kiilonboz6 matematikai alakjai
kozott. Az algoritmussal valé megoldhatosag korlatai. Példak
algoritmussal megoldhatatlan problémékra.]

[Kiilonbozo példak algoritmizalhaté ,,létezés” bizonyitdsokra
(grafelméletben, kombinatorikdban, szdmelméletben).]

Az axiomatikus modszer elemei. [A Peano-axidmarendszer; a
geometria egy axiomarendszere; a halmazelmélet. Zermelo—Fraenkel
axiomarendszere.] A Bolyai-geometria egy modellje az euklideszi
geometridban.

[Az axiomak szerepének illusztralasara néhany egyszert allitas
levezetése a Peano-axiomakbol, ill. a geometria
axidmarendszerében.] Godel nemteljességi tétele.

Filozofia: Formalis

logika.

Fizika; technika,
életvitel és gyakorlat:
logikai d&ramkorok.
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Matematikatorténet: Bourbaki.

Kulcsfogalmak/ | Konstruktiv és puszta egzisztenciabizonyitas.
fogalmak

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Szamelmélet

Orakeret
27 ora

Elozetes tudas . , . ;
egyenletek megoldasa, racsgeometria elemei.

Oszthat6sag, kongruenciak, szamelméleti figgvények, diofantikus

A tematikai egység | Problémamegoldas fejlesztése, az eddigi szamelméleti ismeretek
nevelési-fejlesztési | rendszerbe foglalasa, a matematika néhany megoldatlan problémajanak

céljai megismertetése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Elem rendje modulo m osztdja ¢(m)-nek. [Kvadratikus maradék,
nemmaradék; lanctort.] Kvadratikus kongruencidk megoldasa
primmodulus esetén. A 4k + 1 alakt primekre az x*+1=0 (p)
kongruencia megoldhat6, a 4k - 1 alaktiakra nem.

[Primszamok szamtani sorozatokban; kinai maradék tétel; Csebisev
tétele; az n-nél kisebb primek szorzatanak becslése; lanctortek; Pell-
egyenlet.]

[Az n-nél kisebb primek szorzatanak becslése; Csebisev tétele; Z%

divergens; Minkowski-tétel; Pell-egyenletek kapcsolata a
lanctortekkel. ]

A tanult tételek felhasznalasa valtozatos feladatokban; pl. végtelen
sok 4k + 1, 6k + 1, 8k + 1, 8k + 3 alaku prim van. Diofantikus
egyenletek megoldasa becslések segitségével.

Bizonyitas nélkiil kozolt érdekes eredmények a primszamok
eloszlasaval kapcsolatban; sejtések, érdekességek.

A felbonthatatlan és a primtulajdonsag kapcsolata. A szamelmélet
alaptétele [mas gytirtikben is].

A szamelmélet alaptételének bizonyitasa [elemzés; példdk mas
gytiriikre, ahol a bizonyitas valamelyik 1épése nem megy]. [Euler-
egészek.] Prim azonos a felbonthatatlannal az egészek gyiiriijében.
[A titkosirds alapjaul szolgélo tétel.]

Titkosiras. Primtesztek.
Szamelmélet a Gauss-egészek korében.]| [Szamolds Gauss-

egészekkel, a Gauss-primek jellemzése.] Példak a primtulajdonséag és
a felbonthatatlan tulajdonsag kapcsolatara.

Fizika: naptarak és
lanctortek.

Informatika: titkositas,
nagy primek keresése.
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Sok ismétlé példa, ezen keresztiil valosul meg a fogalmak ismétlése
IS.

Matematikatorténet: Diofantosz ,,Aritmetika”-ja; Pierre Fermat
munkdéssaga; Euler és a Szentpétervari Akadémia; Gauss, a
matematika fejedelme; A titkosiras torténete az Okortol az RSA-ig.

Kulcsfogalmak/ | Elem rendje mod m és primitiv gyok. [Kvadratikus maradék, nemmaradék;
fogalmak lanctort.] Felbonthatatlan; prim; [Gauss-egész, Gauss-prim; egység].

Tematikai egység/ Orakeret
Fejlesztési cél Algebra 36 6ra

Alapvetd algebrai struktirak megkiilonboztetése; egész, racionalis €s

Elozetes tudas komplex szamok feletti polinomok, transzformacio-csoportok.

A tematikai egység | Algebrai struktiirak megkiilonboztetése, miiveletek altalanos vizsgalata,
nevelési-fejlesztési | a geometriai szerkeszthetdség kérdéseinek altalanos megkdozelitése.

céljai
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok
A permutéciocsoportok. Csoportok, részcsoportok, gytriik, testek Miivészetek: a
(axidmakkal). [Jobb és bal oldali egységelem, inverzelem szimmetria.
azonossagara vonatkozo tételek], egy elem hatvanyai altal alkotott
részcsoport, [Lagrange-tétel]; Sy [és An] egyszerii tulajdonsagai. Fizika: a valtoaram
leirasa komplex
[Test karakterisztikaja; a legsziikebb p karakterisztikaju test; az szamokkal.

elméletek axiomatikus felépitésének elemei. Véges nullosztomentes o _
gylirli test; gydkok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggések tetszéleges | Fizika; technika,

test folott, nullosztdmentes gyiiriiben; Csebisev-polinomok.] életvitel és gyakorlat: a
véges testek szerepe a

[Nemszerkeszthetdségi feladatok, pl. 3/2 nem szerkesztheté CD-lemezen.

euklideszi szerkesztéssel; 20° nem szerkeszthet6.]

Tovabbi, valtozatos példak a tanult strukturakra; [konkrét példaban
izomorfia igazoldsa és cafolata]. [Az interpolaci6 felhasznalasa
hatvanyok 0sszegzésénél, kombinatorikaban; példak gyliri felett
arra, hogy egy polinom fokszama kisebb, mint a gyokok szama; a
Csebisev-polinomok alkalmazasa feladatokban. ]

Matematikatorténeti érdekességek a nevezetes szerkeszthetdségi
problémakrol; eredmények (kockakettdzés, szogharmadolas, a
szabalyos 17-sz0g szerkesztése stb.).

Algebrai struktara. Sp. Részcsoport; elem rendje; csoport, részcsoport
elemszama; [mellékosztaly; test karakterisztikaja; szerkeszthetdség].
Izomorfia.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

72



Tematikai egység/

Fejlesztési cél Linearis algebra

Orakeret
23 ora

Elozetes tudas C e .,
Gauss-eliminacio.

A linearis vektortér alapfogalmai és alkalmazasai; determinansok;

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Matrixok hasznalata, linearis egyenletrendszerek megoldasi
modszereinek, linedris programozas elemeinek megismerése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Miiveletek matrixokkal, matrix rangja. A linearis programozas
elemei. [Linearis vektortér és linearis egyenletrendszer tetszéleges
test felett.]

Az inverz matrix szerepe linearis egyenletrendszer megoldasanal.
Cramer-szabaly. Matrix rangjanak meghatarozasa. [A linearis
programozas alapfeladatanak atirasa linedris algebrai fogalmakkal; a
linedris programozas alaptétele. |

[A linedris egyenletrendszer megoldasakor csak azt hasznaltuk fel,
hogy az egyiitthatok egy testbdl valok; linedris vektortér tetszoleges
test felett definialhato. ]

[Az n >3 esetekre a targyalt modszerek, tételek kiegészité anyagot
jelentenek.]

Kombinatorikai, szamelméleti példék a linearis algebra
alkalmazasara. Matrixok szorzasanak grafelméleti alkalmazasai.

Matrixok és a linearis algebrai alapismeretek osszefoglaldasa. A
tanult modszerek, algoritmusok alkalmazasa dsszetettebb
feladatokban.

Informatika: tombok
hasznalata,
folyamatvezérlés.

Fizika:
Egyenletrendszerek
aramkorok
szamitasanal.

A kvantummechanika
sajatérték-problémaja.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Matrixok 0sszeadésa, kivondsa, szorzasa; négyzetes matrix inverze; matrix
rangja. Linearis programozas; konvex linearis kombinacio.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Geometria

Orakeret
36 ora

Elozetes tudas ) SO
alapvet6 osszefliggései.

Az egybevagosagi transzformaciok, keriileti szogek, a trigonometria

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Gondolkodasi modszerek fejlesztése, ismerkedés az axiomatikus
gondolkodéssal és épitkezéssel, ,,4j, mas vildgok™ megismerése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A sik hasonlosdgainak osszefoglaldsa. A kor teriilete, az ellipszis
teriilete. A kupszeletek folytatasa. [A Bolyai-geometria elemei.] [A
projektiv geometria elemei.]

Filozdfia: a didaktikus
gondolkodas.
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A sik hasonlosagi transzformacidinak jellemzése (egy egybevagdsagi
transzformacio ¢és egy forgatva nyujtas). Korbe irhatd6 maximalis
tertileti N-szog, kor koré irhatd minimalis teriileti sokszog stb. A kor
keriilete és teriilete, ellipszis teriilete (affinitassal). [Az affinitas
teriiletaranytart6.] Dandelin-gomb; ktipszeletek fékoreire,
vezérkoreire és egyeneseire vonatkozo tételek,
kapszeletszerkesztések; korok (és egyenesek) kozos érintokorei.
[Vagy minden pontban Euklidesz axidmaja igaz, vagy minden
pontban Bolyai axidmadja igaz. Az elvalaszto tételek (pl. téglalap
létezése, barmely harom nem kollinedris ponton &t htizhaté kor, van
harom kollinedris pont, amely egyenld tavol van egy egyenestol).
Parhuzamossagi szog, tetszdlegesen kisszogii szogtartomanyban van
- mindkét szogszarral parhuzamos - egyenes.] [A parhuzamos vetités
affinitas, minden egyenesen osztoviszonytarto. A pontbol vald vetités
kettOsviszonytartd. A projektiv geometria alaptétele. Pascal tétele és
Brianchon tétele. ]

A kupszeletekkel kapcsolatos szerkesztési €s bizonyitési feladatok.
Az axiomatikus bizonyitasi igény kialakitasanak kezdete, mi (lehet)
axioma €s mi tétel. Kiilonbozé geometridk belsd dsszefiiggéseinek és
egymashoz valo viszonyanak vizsgalata. (Ami az egyikben konnyt, a
masikban nehéz, ami az egyikben van, az a masikban nincs.)

Tovabbi forgatvanyujtassal megoldhat6 szerkesztési €s bizonyitasi
feladatok. Kupszeletek szerkesztése; adott kdroket, ill. egyeneseket
érintd korok szerkesztése. [Egyszert szerkesztési feladatok, amelyek
pl. Bolyainal nehezek.] [A Fagnano-feladat, a magassagpont létezése
hegyesszOgii haromszogben abszolut.] [Pascal-tétel, Brianchon-tétel
alkalmazasa bizonyitasi és szerkesztési feladatokban. Axiomatikus
bizonyitasok. A haromszog nevezetes korei. ]

A korabbi teriiletfogalmak egységesitése. [smétlés.
A korabbi 5 év geometriaanyaganak modszeres felépitése:

Egybevagosagi transzformaciok, osztalyozasuk (sikban és térben),
Osszetételiik, hdromszogek nevezetes pontjai, vonalai; Thalész-tétel;
keriileti szogek tétele; az egybevagdsag alapesetei; a derékszogii
haromszdgre vonatkozo6 tételek; nevezetes négyszogek
(paralelogramma, trapéz, deltoid, hir- és érintdnégyszog tételei),
sokszogek; vektorok, hasonldsagi transzformacidk osztalyozasa és
Osszetétele; a hasonldsag alapesetei; tertilet, a korabbi
teriiletfogalmak egységesitése a hatdrozott integral segitségével; a
kor geometriaja, hir-, szel6tétel, Ptolemaiosz-tétel; Menelaosz- és
Ceva-tétel; szerkesztések; [gombi, hiperbolikus és projektiv
geometria elemei.

Matematikatorténet: A perspektiva és a festészet 0jjasziiletése a

Fizika: Kapszeletek és
¢gi mechanika.

Az axiomatikus
gondolkodas szerepe.
Dirac és a projektiv
geometria.
Konjugaltsag és
indefinitbilinearis
formak, az altalanos
relativitaselmélet tere.

Miivészetek: A
perspektiva. M.S.
Escher mivészete.

Informatika: a
Geogebra szoftver
hasznalata.
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reneszansz koraban. A hires francia geométerek;.Bolyai Janos élete
¢s eredményei; axiomatikus gondolkodasmod Bolyai elétt €s utan. [A

crer

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Harmonikus pontnégyes, négyszdgpont.]

Affin transzformacio, hasonlosagi transzformacio, illeszkedéstartd
transzformaci6. Konvex alakzat teriilete (beirt sokszogekkel), keriilete.
Kupszelet fokore, vezérkore és vezéregyenese. A kip sikmetszetei.
Axidma, a parhuzamossagi axioma Euklidesznél és Bolyainal. Elvalaszto
tétel. Tavolsagvonal [és tavolsagfeliilet], paraciklus [és paraszféra).
Osztoviszony, kettdsviszony. [A projektiv sik (és a gdmb), a dualitas elve.

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Analitikus geometria

Orakeret
27 ora

Elozetes tudas egyenletek kezelése, az alapalakzatok egyenlete

koordinatageometriaban.

Az alapvetd mértani helyekre vonatkozo tételek, trigonometriai
Osszefliggések, a masodfoku egyenlet megoldasa, paraméteres

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

alakzatok absztrakt terének megértése, kezelése.

A konkrét fizikai tértdl vald elvonatkoztatas, a paramétertér, az

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Apolloniosz-kor tétele. [Egyenes- €s korsorok. A projektiv geometria
analitikusan.]

Kupszeletek analitikus geometridja. A kupszeletek analitikus
jellemzése. [Az elforgatott alakzatok jellemzése. ]

Analitikus geometria alkalmazasa mértani helyek keresésénél és
bizonyitési feladatoknal. Pontra €s tengelyre valo tiikkorképek
egyenlete. Szogfelezd egyenlete. A kupszeletek tulajdonsagainak
analitikus bizonyitasa.

Szerkesztési feladatok megoldasa analitikus geometriaval.

Az analitikus geometriai ismeretek rendszerezése

Alakzat egyenlete, az egyenes, kor, kiupszelet kiilonb6z6 egyenletei.
A gomb, a sik és a térbeli egyenes egyenlete. Analitikus geometria
alkalmazdasa bizonyitdsokban és szerkesztésekben. Teriilet-,
térfogatképlet (vegyes szorzat); egyenes €s pont tavolsaga, egyszerii
tilkrozési feladatok kiszamitasa.

Matematikatérténet: Apolloniusz ,,Konika”-ja; Asziimptomaktol a
homogén koordinatakig — Apolloniosz, Descartes, Pliicker.

Fizika: Er6vonalak és
ekvipotencialis
feliiletek,

ortogonalis
trajektoriak.

Vegyes szorzat az
elektromagneses
térben. A 3-nal tobb
dimenzio6 kezelése.

Technika, életvitel és
gyakorlat: a 3D
abrazolas.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

korsor; homogén koordinata).

Apolloniosz-kor; [hatvanyvonal analitikus geometridval; egyenes- és
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Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Fiiggvények, analizis, a topologia elemei

Orakeret
68 ora

Elozetes tudas

A masodfokq, reciprok és gyokfliggvények abrazolasa,
fiiggvénytranszformaciok kezelése, sorozat hatarértékének fogalma és
alkalmazasa feladatok megoldasaban, mértani sorozat ismerete,
koordinatageometriai alapismeretek, konvexitas geometriai
feladatokban ¢€s a fent emlitett fliggvények esetén.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

céljai szarmaz6 feladatokban.

Egyvaltozos fiiggvények elemzése, teljes fliggvényvizsgélat, az analizis
eszkozeinek alkalmazasa gyakorlati, ill. mas tudomanyagakbol

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Az R — R tipusu fiiggvények hatarértéke, folytonossaga,
differencialhatosaga, alkalmazasok: A ponthalmazok elméletének
elemei.

[Cauchy-féle konvergencia kritérium.] A fliggvényhatarérték
(folytonossag) ,,sorozatos” és ,.kdrnyezetes” definicidinak
ekvivalencidja. A folytonossag és a szakadasi helyek. Folytonos
fiiggvények alaptulajdonséagai [bizonyitassal]. [Kétvaltozos és
komplex fliggvények folytonossagéaval, hatarértekével kapcsolatos
alaptulajdonsagok.] Differencialasi szabalyok. Kozépérték tételek.
Monotonitas, szélsoérték, helyi szélséérték, konvexitas vizsgalata az
els6 és masodik derivaltfliggvénnyel. Az elemi fiiggvények
folytonossaga, differencidlhatosaga; derivaltja; ezek felhasznalasaval
tulajdonsagaik. [Monoton fiiggvénynek megszamlalhat6an sok
szakadasi helye van. Kétvaltozos fiiggvények, egyszeriibb komplex
figgvények folytonossaga. Parcialis derivalt €és geometriai jelentése. |
[Taylor-formula.]

Nyilt és kiilonboz6 definicidinak ekvivalencidja; nyilt halmazok; zart
halmazok unioja, metszete.

Sorozatok ¢és fliggvények (véges és végtelen) hatarértékének

meghatarozésa (az (1 + %)n €8 (Wx))x, Xn—> 0) tipust hatarértekek;

végtelen

lvégtelen”
> 9 végtelen *°

0 P
s s w0 vEgtelen”

az ., tipust hatarértékek

kiszamitasa). Fiiggvények folytonossaganak megéllapitasa. A
derivalasi szabalyok alkalmazasa; teljes fliggvényvizsgalat;
szélsdérték-feladatok, szoveges feladatok megoldésa is (a megfeleld
analizisbeli modell megtalalasa). [Paraméteres, polarkoordinatakkal
adott gorbék vizsgalata.]

Végtelen sorok [abszolut és feltételesen konvergens sorok,; az elemi
fiiggvények sorfejtése, Taylor-sorok]. Az inverz filiggvény
differencialasa. Hatdrozott és hatarozatlan integral és alkalmazasai.
[Példak differencialegyenletekre és megoldasukra]:

Teriilet, térfogat, ivhossz, forgasfeliilet felszine, sulypont,
tehetetlenségi nyomaték. [Nullmértékii halmaz; sehol nem siirti;
mindeniitt siirli halmaz.]

Fizika: Pillanatnyi
sebesseg ¢és derivalt,
munka és integral,
Newton ¢€s a
differencialegyenletek
stb. Hatvanysorok ¢és
kozelito képletek.

Biologia-egészségtan:
populaciddinamikai
modellek.

Informatika:
fiiggvények abrazolasa
szamitogéppel
(Geogebra v. Derive v.
Maple).
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A felosztas finomitasaval az alsé 6sszeg nem csokken, a felsé 0sSzeg
nem nd; a hatdrozott integral létezésének sziikséges feltételet,
elégséges feltételei. Folytonos fliggvény integralja mint a felsé hatar
fliggvénye differencialhato. A Newton-Leibniz-formula. Az
integralszamitas kozépértéktétele. [Taylor-sor konvergencidjanak
feltétele; az elemi fliggvények sorbafejtése.] Az ivhossz létezésének
elégséges feltétele; [paraméteres, polarkoordinatas alakban adott
gorbe altal hatarolt tartomany teriilete; a gorbe ivhossza].
[Megszamlalhat6 sok nullmértéki halmaz egyesitése nullmértéki;
nyilt halmaz felbonthatdo megszamlalhat6 sok diszjunkt nyilt
intervallum egyesitésére. |

A trigonometrikus fliggvények inverzeinek derivaldsa; az integralas
technikdja (parcialis integralas; helyettesitéssel vald integralas;
parcialis tortekre bontas). [Szétvalaszthato valtozoju €s linearis
elsérendii differencialegyenletek megoldasa; =, sin X, cos X, e*
Taylor sora.]

Példak az integral geometriai, fizikai, kémiai és mas alkalmazasaira.

Matematikatorténet: Newton és Leibnitz, Europa tanitoi: a
Bernoulliak, kiizdelem a precizitassal: Cauchy és Abel.

hatarérték; szakadasi hely.

Konvergens sikbeli és térbeli pontsorozat; komplex szamsorozat
hatarértéke. Cauchy-féle konvergencia-kritérium. R—R tipust fliggvények
hatarértéke, folytonossaga; 6sszeg, kiillonbség, szorzat, hanyados
hatarértéke, folytonossaga; kozvetett fliggvény; jobb €s bal oldali

A végtelenben vett hatarérték, a végtelen mint hatarérték.

Kulcsfogalmak/ | Az elemi fiiggvények folytonossaga. Zart intervallumon folytonos
fogalmak fliggvény ; Darboux-tulajdonsag. ,,Patologikus fiiggvény”. Fiiggvény

halmaz.

hatarozatlan integral.

grafikonjanak érintdje; a differencialhanyados. Tobbszor differencialhato
fliggvény. Belso, kiils6 és hatarpont, torlodasi pont, nyilt halmaz, zart

Inverz fliggvény derivaltja. Felosztas, felosztassorozat, finomitas, also €s
felsO Osszeg, kozelitd Osszeg, hatarozott integral. Primitiv fliggvény,

Tematikai egység/

Fejlesztési cél Grafelmélet

Orakeret
27 ora

Elozetes tudas

Euler-ut és -kor 1étezésének feltétele, a fa fogalma, algoritmusok
készitésének gyakorlata, algoritmus 1épésszamanak fogalma.

A tematikai egység | Tapasztalatszerzés konkrét grafokkal és algoritmusok elemzése

nevelési-fejlesztési |tetszOleges grafra.
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Hamilton-kér. Sikbarajzolhato grafok. Utazo tigynok:
Dirac tétele Hamilton-kor 1étezésére. Sikbarajzolhato grafok

Informatika:
algoritmusok az
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élszamanak maximuma. Euler-féle poliédertétel. [Otszintétel.
Gombre rajzolhat6 grafok.] Az utazé ligynok (minimalis koltségl
favaz keresése az optimista és a lusta vallalkoz6 moho
algoritmuséval). Az utazo tigynokével rokon, de moho algoritmussal
nem megoldhat6 feladatok.

Hamilton-kor keresése. Példak sikbarajzolhatd és nem
sikbarajzolhat6 grafokra. [Alsé és felsd becslés G és
komplementerének kromatikus szdmanak &sszegére. |

Paros grafokra vonatkozo tételek és algoritmusok:

[Konig-tétel (teljes parositasra), Hall-tétel, Frobenius-tétel. Konig-
tétel ekvivalensei: paros gratban minimalis lefogd pontrendszer és
maximalis fliggetlen élrendszer keresése mint komplementer
feladatok, ugyanigy minimalis lefedd élrendszer €s fliggetlen
maximalis pontrendszer keresése. Hasonld komplementer-feladatok
korabbrol (Euler-kor, paros graf szinezése, Osszefliggdség, favaz
keresése).]

[Paros grafokra, regularis paros grafokra vonatkozo feladatok.
Regularis paros grafban van teljes parositas, egyfaktorok unidja.]
[Leszamolasi feladatok: Erdds P. Ramsey-ellenpéldaja.] [Menger-
tétel. |

Matematikatorténet: XX. szdzadi magyar eredmények a
grafelméletben. A négyszin-tétel: az elsé szamitdogépes bizonyitas.

informatikaban.

Kulcsfogalmak/

Paros graf, parositas, regularis graf, kromatikus szam, egyfaktor, Hamilton
kor, sikbarajzolhato graf, utazé tigyndk; teljes parositas, reprezentans

fogalmak rendszer; lefogd pontrendszer, lefed6 élrendszer. Konig-feltétel.
Tematikai egység/ . Orakeret
Fejlesztési cél Algoritmusok 36 ora

Elozetes tudas

A graf fogalma, fagraf, esetek 6sszeszamolasa fagraffal, fliggvények
novekedésének O0sszehasonlitasa (hatarérték-szamitas).

A tematikai egység | Uj és korabbrol ismert problémak algoritmikus megkozelitése,

nevelési-fejlesztési | algoritmusok irdsa, lépésszam becslése.
céljai

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Fak, grafok taroldsa. Grafelméleti, kombinatorikai, szamelméleti,
algebrai algoritmusok elemzése:

[Az ismert szorzasi algoritmusnal van gyorsabb szorzasi algoritmus:
Karacuba médszere.] [A Konig-tétel és a Konig-féle ,,alternald utak”
modszere. |

Tovabbi példak 1épésszambecslésekre: tovabbi (grafelméleti,
kombinatorikus geometriai) példék. Linearis egyenletrendszer

Fizika, kémia,
biologia-egészségtan:
Linedris
egyenletrendszerek a
természettudomanyok-
ban.

Kozelitd algoritmikus
modszerek a
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megoldasanak algoritmizalasa, [a pontos megoldas ingadozasai, az
algoritmusnak a gép végességébol adodo ,,hibai”]. [A kinai
maradéktétel algoritmizalasa. Minimalis koltségli favaz keresése
moho algoritmussal. A hozza tartozo ,,er6sebb gy6z” adatstruktura,
az algoritmus 1épésszama. ]

Polinomidlis, nem polinomialis algoritmusok. Az alapveto
algoritmusok rendszerezo ismétlése:

[Példak univerzalis kereso feladatokra, a kielégithet6ségi probléma.]
Az alapmiiveletek elvégzésének szokasos algoritmusa polinomialis,
az alapvet6 algoritmusok ismétlése, elemzése. [Az euklideszi
algoritmus polinomialis, a primtényezdokre bontas lassu.
Gyorsszorzas: ismertetes. |

A megismert fontosabb algoritmusok vizsgalata: melyik
polinomialis.

Matematikatorténet: A Godel-tétel hatdsa. Milleneumi problémak.

természettudomanyos
elorejelzésekben.

Filozofia: az
algoritmizalhatosag
korlatai, Godel nem
teljességi tétele.

Kulcsfogalmak/

Fék tarolasi modjai. Grafok tarolasi médjai. Szomszédsagi matrix,
[kormatrix], [Priifer-kod]. [,,Az alternal6 utak™ algoritmusa paros grafban. ]

fogalmak Polinomialis és nem polinomialis algoritmus, algoritmizalhatosag. [NP-
teljes probléma.]
Tematikai egység/ Valésziniiség-szamitds, statisztika Orakeret
Fejlesztési cél 36 ora

Elozetes tudas hipergeometrikus és geometriai eloszlas.

A varhat¢ érték és a feltételes valoszintiség fogalma, a binomialis,

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

megértése, alkalmazasa.

A valbészinliség-szamitas elvi alapjainak megértése; a szoras
fogalmanak gyakorlati alkalmazésai, a nagy szamok torvényének

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A geometriai valosziniiség. Bayes-tétel. [Markov-lincok.] Szords:
Teljes valoszinliség tétele; Bayes-tétel. [A Markov-lancokhoz tartozo
lineéris egyenletrendszerek. A Markov-lancok valosziniiségei és
varhato 1épésszamai.] Az ismert eloszlasok szorasa.

Feladatok megoldasa a teljes valosziniiség tételével és Bayes-tétellel
(annak tisztdzdsa, hogy miért nem lehet egyszeriibben). [Markov-
lancok felirasa (az allapotok jo valasztasa) és a megfeleld
valoszinliségek kiszamitdsa.] Bolyongasi feladatok megoldasa. A
varhato érték felhasznalasa pozitiv értékii valoszinliségi valtozonal a
valoszinliség becslésére (a nagy szamok torvényének elékészitése).
Geometriai valdszinliséggel megoldhat6 feladatok.

A nagy szamok torvénye; Markov-egyenlotlenség. Ismétlés:
Markov-egyenl6tlenség. A nagy szamok torvénye.

Fizika: Statisztikus
fizika.

A tehetetlenségi
nyomaték €s a szorés
mint rokon fogalmak.

Biologia-egészségtan:
valosziniliség-szamitas.
Monte-Carlo-moédszer.
Egyedszambecslések.
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Ismétlés: a valdszintiség tulajdonsagai mint az az érték, amelytol
legkisebb a négyzetes eltérés, szoras; az egyszerli varhat6 értékek és

szorasok.

Valoszintiség becsl

megfontolasok és kombinatorikus médszerek alkalmazésa a
valoszinliség kiszamitasara. Visszatevéses és visszatevés nélkiili
feladatok. (Ismétlés.)

[Integral felhasznaldsa a valoszinliség-szamitasban. |

Matematikatorténet: A f0ldméréstol a mértékelméletig.

¢ése a szoras segitségével. Szimmetria-

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Geometriai valoszintiség. Teljes eseményrendszer. Valoszinliségi mezo.
Valoszinliségi valtozo, varhat6 érték, szords. A nagy szdmok torvénye.

A fejlesztés vart
eredményei a két
évfolyamos ciklus

végén

Halmazok
— Szamossaggal kapcsolatos ismeretek attekintése.
— Halmazok rendezése.
— Nyilt és zart halmazok.
— Kapcsolodé problémak ismerete, eljarasok, modszerek onalld
alkalmazasa.

— Bizonyitasok és konstrukciok algoritmizalasa.

— Az axiomatikus modszer elemeinek megismerése.
— A Bolyai geometria modellezése.

— A halmazelmélet axidmarendszerének ismerete.

Szamelmélet
— Prim és felbonthatatlan szam kapcsolatanak ismerete kiilonféle
gytrikben.
— Kiilonféle primek szamanak ismerete.
— Diofantikus egyenletek megoldésa.
— Nevezetes tételek, sejtések ismerete.

Algebra
— Csoportok, mas algebrai strukttrak ismerete.
— Permutéciocsoportok ismerete.
— Polinomok tetszdleges test felett ismerete.
— A szerkeszthetdség altaldnosabb megkdozelitése.
— Nevezetes problémak, eredmények megismerése.

Linearis algebra
— Matrixok hasznalata.
— Linearis egyenletrendszerek megoldasi modszereinek ismerete.
— A linearis programozas elemeinek ismerete.

Geometria
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— A sik hasonlosagainak rendszerezése.

— A tertilet pontos fogalmanak kialakitasa.

— Kupszeletek elemi felépitése.

— A projektiv geometriai fogalmainak, fontosabb alapvetéseinek
megismerése.

— A Bolyai-geometria elemei.

Analitikus geometria
— Kupszeletek analitikus geometridjanak megismerése.
— Analitikus geometriai eszkdzok hatékony kezelése feladatok
megoldasaban.

Fiiggvények, analizis, topologia elemei
— Egyvaltozos fliggvények elemzése, teljes fliggveényvizsgalat.
— Hatarozott és hatarozatlan integral ¢és alkalmazésai.
— Az analizis eszkozeinek alkalmazasa gyakorlati, ill. mas
tudomanyagakbol szarmaz6 feladatokban.

Grdfelmélet
— Fontosabb grafelméleti fogalmak, tételek biztonsagos hasznalata.
— Péros grafokra vonatkoz6 ismeretek megszerzése.
— GQGrafokra vonatkozd ismeretek rendszerezése.

Algoritmusok
— Uj és korabbrol ismert problémak algoritmikus megkozelitése,
algoritmusok irésa, 1épésszam becslése.

Valosziniiség-szamitas, statisztika
— A val6szinliség-szamitas elvi alapjainak megértése.
— A szbrés fogalmanak gyakorlati alkalmazasai.
— A nagy szamok torvényének megértése, alkalmazasa.

A matematikai tanulmanyok végére a tanulok tudjanak onalloan
megoldani matematikai problémakat.

Kombinativ gondolkodasuk fejlédésének eredményeként legyenek
képesek tobbféle modon megoldani matematikai feladatokat.
Fejlodjon a bizonyitési, diszkusszids igényiik olyan szintre, hogy dontési
helyzetekben tudjanak redlisan donteni (pl. gazdasagi, pénziigyi
kérdésekben).

Feladatmegolddsokban rendszeresen hasznaljak a szamologépet,
elektronikus eszkdzoket.

Tudjanak a sikban, térben t4jékozddni, az ilyen témaju feladatok
megoldasahoz célszerli abrakat késziteni.

A feladatmegoldasok soran hasznaljak helyesen a tanult matematikai
szakkifejezéseket, jeloléseket.

A tanulok valjanak képessé a pontos, kitartd, fegyelmezett munkara,
torekedjenek az dnellendrzésre, legyenek képesek varhatd eredmények
becslésére.

A helyes érvelésre szoktatassal a tanulok rendelkezzenek megfeleld
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kommunikacios készséggel.

Rendelkezzenek alapvetd matematikai kulturtdrténeti ismeretekkel,
ismerjék a legnagyobb matematikusok felfedezéseit, legyen ralatasuk a
magyar matematikusok eredményeire.

82




